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Capitolo 1
Introduzione
1.1 L’adroterapia oncologica
Attualmente, nell’Unione Europea, il cancro rappresenta la seconda principale
causa di morte subito dopo le malattie cardiovascolari. Tra i pazienti affetti da
tale patologia, il 58% ha una diagnosi della massa tumorale nello stadio primario,
quando ancora essa e` ben localizzata, e di tale percentuale circa il 40% viene ef-
ficacemente curato ricorrendo all’esportazione chirurgica del tumore (22%), alla
radioterapia (12%) o a trattamenti che prevedono la combinazione di entrambe
le tecniche terapeutiche (6%). Tali trattamenti falliscono, tuttavia, nel restante
18% dei casi, causando, cos`ı, circa 280.000 morti all’anno. E’ in presenza di
diffusione metastica che di solito si ricorre alla chemioterapia che, assieme ad
altre forme terapiche alternative, costituisce il mezzo verso la guarigione per il
5% dei pazienti affetti [8, 30, 22].
Tuttavia, se la chirurgia ha raggiunto ormai il limite delle sue potenzialita`
nella lotta contro il cancro, la radioterapia si rivela ancora essere un terreno
fertile per sperimentare nuove tipologie di trattamento. Gia`, perche´, sebbene
operi secondo canoni ben lungi dal potersi definire “intelligenti”, non essendo
le tecniche radioterapiche biologicamente selettive, i pur sempre importanti pro-
gressi della chimica e della genetica non sembrano profilare, almeno per il futuro
immediato, alcun orizzonte di risoluzione certa [30].
La radioterapia si basa sulla distruzione delle cellule cancerose mediante
radiazioni: accanto all’approccio tradizionale, basato su fasci di raggi X ed
elettroni, si stanno sviluppando tecniche di adroterapia, ossia utilizzanti fasci di
protoni o altri nuclei leggeri, che presentano il vantaggio di deporre la propria
energia in uno spazio estremamente localizzato (picco di Bragg), permettendo
cos`ı di concentrare l’azione sui tessuti tumorali e preservare quelli sani davanti
e dietro quelli malati (l’integrale della dose al di fuori del dominio di interesse
terapeutico puo` essere anche piu` di due volte inferiore al caso fotonico): proprio
a cio` e` dovuto l’interesse notevole della comunita` scientifica nei confronti di
questo importante e comprovato strumento di cura per neoplasie localizzate in
corrispondenza di tessuti delicati ad alto rischio di irraggiamento.
I protoni rappresentano, poi, un valido compromesso tra i vantaggi econo-
mici della terapia con fotoni (che necessitano di apparecchiature piu` ridotte per
produrre energie utili alla cura di tumori anche profondi) e quelli di localizza-
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zione della dose ancora piu` esasperata raggiungibili con gli ioni pesanti (per i
quali, pero`, aumenta notevolmente la rigidita` magnetica – quindi dimensioni e
costi della macchina – al crescere dell’energia necessaria a conservare il range di
penetrazione).
Di seguito, si utilizzera`, quindi, la sfera lessicale adroterapica con specifico
riferimento al settore protonico, in quanto il progetto cui si intende contribuire
con il presente lavoro utilizza esclusivamente questo tipo di radiazioni; tale abuso
di notazione, in ogni caso, si presume sia parzialmente giustificato dalla facilita`
con cui i concetti espressi di seguito sono estendibili, quando non direttamente
applicabili, al settore ionico.
1.2 Dosimetria PET in vivo nell’adroterapia
La maggiore selettivita` fisica degli adroni fa s`ı che, onde evitare il sottodosaggio
nella zona tumorale e, di converso, un sovradosaggio nei tessuti sani circostan-
ti, obiettivi dosimetrici debbano essere perseguiti con particolare accuratezza
e precisione spaziale delle misure (si aggiungano poi le difficolta` nel corretto
posizionamento della regione tumorale relativamente alla linea di trattamen-
to introdotta dal frazionamento della terapia in piu` sedute separate anche da
diversi giorni). A questo scopo e` stato proposto di sfruttare le modifiche iso-
topiche dei nuclei tissutali catalizzate dall’attraversamento del fascio protonico
per rilevare le coppie di fotoni da 511 keV prodotte dall’attivita` β+ dei bersagli
delle interazioni adroniche in questione. Questa tecnica, gia` ampiamente utiliz-
zata nella medicina nucleare come strumento di imaging, va notoriamente sotto
l’acronimo di PET (Positron Emission Tomography).
Piu` nel dettaglio, gli isotopi 11C, 13N e 15O prodotti durante il trattamento a
partire dai rispettivi nuclidi stabili (che costituiscono la stragrande maggioranza
degli elementi presenti nei tessuti biologici), decadono emettendo un positrone
che, generalmente dopo essersi termalizzato, si annichila con un elettrone am-
bientale producendo una coppia di gamma antiparalleli (nella misura in cui il
riferimento del centro di massa dei due leptoni coincide col laboratorio). Questi,
poi, potranno essere rivelati in coincidenza da due rilevatori (planari) situati da
parti opposte rispetto al paziente. Dalla ricostruzione computerizzata delle linee
di volo dei fotoni (ad essere piu` precisi, dalle LOR – Line Of Response – in con-
siderazione di eventuali deviazioni dall’antiparallelismo o scattering subiti dai
fotoni nella rotta verso i rivelatori) e` poi possibile riprodurre su base statistica
la distribuzione di attivita` β+ all’interno del paziente.
Il passo successivo, ovvero quello che porta dalla conoscenza del profilo di
attivita` alla localizzazione del picco di Bragg della dose, va sotto il nome di
unfolding. L’idea fondamentale che ne e` alla base consiste nel fatto che in pros-
simita` del picco di dose (localizzato appena prima del finire del range e quindi,
per ovvieta` di cose, a basse energie) cessa la produzione di isotopi radioattivi a
causa di un abbattimento massiccio delle relative sezioni d’urto. Di conseguen-
za, con tecniche piu` o meno elaborate, si cerca di sfruttare questa correlazione
per risalire alla posizione del picco; questo rendera` disponibile uno strumento
particolarmente efficace e diretto per il monitoraggio della dose in vivo.
Sembra, in ogni caso, opportuno specificare che l’utilizzo dosimetrico della
PET nella adroterapia a protoni, a differenza di quella a ioni piu` pesanti, non
ha visto ancora utilizzo clinico a causa delle minori possibilita` di produzione di
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isotopi radioattivi che i fasci protonici offrono (gli ioni possono dar luogo sia
alla frammentazione del bersaglio che a quella del proiettile). Cionondimeno
la PET resta a tuttoggi l’unico strumento di dosimetria applicabile all’adro-
terapia in generale, e quella a protoni in particolare, in grado di preservare il
paziente da ogni ulteriore esposizione radiante e di offrire un’adeguata qualita`
del monitoraggio.
1.3 Obiettivi del lavoro di tesi
Da quanto detto si puo` capire quanto l’affinamento delle tecniche dosimetriche
delineate sia al centro dell’attenzione di vari gruppi di ricerca nel mondo. Il
lavoro di tesi si inquadra, in generale, in questo contesto e, piu` in particolare,
nell’ambito del progetto DoPET portato avanti da un gruppo di fisica medica
del Dipartimento di Fisica di Pisa, il cui obiettivo ultimo sara` proprio la rea-
lizzazione di un sistema PET dedicato al controllo di qualita` del trattamento
terapico con protoni, nella prospettiva di un futuro utilizzo clinico presso i La-
boratori Nazionali del Sud (LNS) a Catania. In questo centro, infatti, dove e`
stata realizzata da pochi anni una facility per il trattamento di lesioni oculari
con fasci di protoni di energia massima pari a 62 MeV, ottenuti da un ciclotrone
a superconduttore.
In particolare, l’obiettivo perseguito con questa tesi nell’ambito del progetto
e` stato quello di verificare per via simulativa l’effettiva possibilita` di utilizzare
l’imaging PET per il monitoraggio in vivo dell’attivita` in funzione della dose
rilasciata dal fascio di protoni.
Come primo passo conoscitivo si e` condotto un lavoro di rassegna con l’in-
tento di inquadrare compiutamente l’ambito fisico, biologico e strumentale della
questione (capitolo 2). Nella prima parte del lavoro di ricerca, poi, (capitolo 3)
sono state simulate per via semianalitica la curva di Bragg e la distribuzione di
attivita` prodotta da un fascio di protoni incidente su un fantoccio di PMMA
(polimetilmetacrilato). Allo scopo si e` introdotta una trattazione a la Fokker-
Planck della funzione di distribuzione dell’energia dei singoli protoni al variare
della profondita` nel mezzo; successivamente si e` analizzato fenomenologicamen-
te lo spreading laterale subito dal fascio a causa degli urti coulombiani con gli
elettroni del bersaglio. A questo punto, mettendo assieme i pezzi del mosai-
co, e` stato possibile determinare le densita` tridimensionali di dose e di isotopi
prodotti.
Verificata l’attendibilita` dei risultati ottenuti, mediante confronto diretto
con quanto riportato gia` in letteratura al riguardo, il lavoro e` proseguito (capi-
tolo 4) con una disamina sulla fattibilita` pratica del monitoraggio dosimetrico.
La distribuzione di isotopi ottenuta e` stata introdotta come input in SimSET,
un pacchetto per simulazioni Monte Carlo che modellizza i processi fisici e la
strumentazione utilizzata nell’imaging PET. In particolare, sono state studiate
le coincidenze registrate – a fronte dell’attivita` degli isotopi β+-emittenti – da
una coppia di scintillatori planari disposti simmetricamente rispetto al bersa-
glio del fascio protonico. I dati cos`ı simulati sono, poi, stati analizzati da un
programma di ricostruzione tridimensionale dell’attivita`; e` seguito, quindi, un
confronto tra l’attivita` prevista dalle simulazioni analitiche iniziali e quella che
(sempre sulla base di simulazioni, anche se questa volta di tipo Monte Carlo) e`
lecito attendersi sia ricostruibile da tomografi PET che monitorano la prima. Il
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lavoro si e` concluso con uno studio quantitativo dell’attivita` ricostruita al fine
di testare la possibilita` di risalire, a partire da essa, al valore del range percorso
dai protoni nel fantoccio attraversato.
Capitolo 2
Dalla protonterapia alla
dosimetria PET per
CATANA
2.1 Proprieta` fisiche dei fasci protonici
Uno dei traguardi cui deve mirare ogni forma di radioterapia consiste nella
massimizzazione della probabilita` del controllo tumorale rapportata al rischio
di complicazioni ai tessuti sani. Perseguire, quindi, questo obiettivo nella fase
di “scelta del trattamento” e` molto importante, soprattutto quando la zona
neoplastica e` circondata da organi critici quali il nervo ottivo, il midollo spinale,
i reni e gli organi genitali.
Ci si soffermera` in questo paragrafo sull’analisi delle radiazioni ionizzanti
per evidenziarne le caratteristiche che le rendono favorevoli o meno per un uti-
lizzo in ambito radioterapico e piu` specificamente per la conformazione della
dose. Si evincera` dall’intero discorso come il vantaggio offerto dalla selettivita`
fisica intrinseca superiore di un fascio di adroni possa essere trasformato in un
miglioramento reale dei risulatati clinici, se combinato, naturalmente, con una
adatta selettivita` fisica estrinseca, raggiungibile mediante una tecnica precisa di
definizione del tumore e attraverso modalita` d’irradiazione di alto livello.
In fig. 2.1 sono riportate le curve caratteristiche dose-profondita` per fasci di
diversa natura.
Nel caso dei fotoni, il principale problema che va affrontato e` rappresentato
dalla inopportunita`, per i tumori con localizzazione profonda o situati in prossi-
mita` di strutture critiche, della curva di rilascio della dose. I raggi X o gamma,
in effetti, possono perdere energia a causa di tre interazioni primarie: l’effetto
fotoelettrico, quello Compton e la creazione di coppie e+ − e−. La loro impor-
tanza relativa varia al variare dell’energia dei fotoni e del numero atomico del
mezzo: nei tessuti viventi l’effetto fotoelettrico e` quello prevalente fino a circa
25 keV di energia mentre da questo valore sino a circa 10 MeV prevale l’effetto
Compton; successivamente l’interazione dominante diventa quella che da` origine
alla produzione di coppie. In ogni caso, le sezioni d’urto di questi tre proces-
si sono molto piu` piccole di quelle che descrivono le interazioni delle particelle
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Figura 2.1: Curve dose-profondita` in acqua per fotoni da una sorgente di cobalto
e da un acceleratore lineare da 8 MV, elettroni di 20 MeV, neutroni prodotti su
un bersaglio di berillio da protoni di 66 MeV, e protoni di 200 MeV.
cariche e sono caratterizzate da una grande dipendenza dall’energia iniziale del
fascio di fotoni che determina la statistica in base alla quale la reazione primaria
da` il la al rilascio della dose secondo una point spread function dominata da un
lobo collimato in avanti. Come conseguenza si ha che la curva di dose, media-
ta sul gran numero di fotoni del fascio, ha una crescita iniziale molto rapida
(della stessa dimensione caratteristica del lobo di dispersione dell’energia, come
e` semplice intuire da un’analisi della statistica di interazione della collettivita`
delle particelle) – la cosiddetta dose di superficie (la posizione del massimo cor-
risponde al range degli elettroni secondari risultanti dall’interazione dei fotoni
con gli strati superficiali del tessuto irradiato) – seguita da un abbattimento
esponenziale tipico dei processi a sezione d’urto. Un simile andamento fa s`ı che
un singolo fascio diretto verso un bersaglio profondo produca un eccesso di dose
sui tessuti sani piu` vicini rispetto al dosaggio rilasciato nella regione tumorale e,
d’altronde, l’energia depositata nelle zone distali, sebbene minore, sia tutt’altro
che trascurabile.
In genere, per incrementare l’accuratezza balistica dei fasci di fotoni si fa uso
o di testate rotanti, che permettono di raggiungere il bersaglio da angolazioni
differenti (in modo che l’intersezione dei singoli fasci sia localizzata non solo
prospetticamente ma nel suo intero sviluppo tridimensionale sul tumore), o di
collimatori ad apertura variabile, che determinano la forma del fascio, o, ancora,
di assorbitori posizionati lungo il percorso. Tuttavia, non sempre questo tipo di
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accorgimenti e` sufficiente a ridurre il problema della contaminazione delle zone
sane ed e` in virtu` di cio` che si sono cercati approcci alternativi che prevedessero
l’impiego di differenti tipi di particelle come proiettili.
Nel caso dei neutroni l’andamento dose-profondita` ripete l’attenuazione espo-
nenziale della curva fotonica, a scapito della conformita` della terapia, peraltro
non correggibile, essendo un fascio di particelle neutre difficilmente collimabile.
A vantaggio dei neutroni c’e` il fatto che queste particelle, per quanto non diret-
tamente ionizzanti, sono ad alto LET (Trasferimento Lineare di Energia), come
sara` spiegato meglio nel par. 2.2: durante l’attraversamento del mezzo metto-
no in moto di rinculo protoni di bassa energia e questo comporta una notevole
efficacia e la possibilita` di aggredire tumori radioresistenti.
Considerazioni differenti valgono per le radiazioni direttamente ionizzanti,
che, tra l’altro, si prestano, a differenza di fotoni e neutroni, all’utilizzo pro-
ficuo di campi magnetici perpendicolari alla linea di propagazione del fascio:
infatti, deviando in base alle esigenze la direzione delle particelle, permettono
la scansione completa di regioni tumorali estese con un unico pennello filiforme
prodotto da una sorgente fissa rispetto al paziente.
Come si evince dalla ralativa curva dose-profondita` in fig. 2.1, gli elettroni
esibiscono una salita iniziale che termina nel massimo di dose ad una profondita`
che, secondo una legge empirica, viene espressa in cm pari alla meta` circa del-
l’energia del fascio espressa in MeV. La coda di bassa intensita` dopo la discesa
e` dovuta ai fotoni di bremsstrahlung. Sebbene il rilascio della dose al di la` del
plateau iniziale sia piu` contenuto rispetto a quanto avviene per i fotoni, lo sprea-
ding laterale dovuto agli urti coulombiani sui nuclei (enormemente piu` pesanti)
e` molto piu` marcato e ne limita l’utilizzo per tumori localizzati in profondita`.
Sostanzialmente diverso e`, invece, il caso dei protoni che, perdendo energia
principalmente tramite interazioni coulombiane con gli elettroni degli orbitali
atomici del bersaglio, rallentano con un rilascio di dose inversamente propor-
zionale al quadrato della loro velocita` e, infine, si fermano. Dal momento che
gli urti avvengono su particelle notevolmente piu` leggere, lo spreading laterale
e` estremamente ridotto rispetto a quello discusso per gli elettroni. Il profilo di
dose ha un andamento debolmente crescente nella fase iniziale e, solo in prossi-
mita` della fine del range di penetrazione, si produce in una crescita improvvisa
(il picco di Bragg), cui segue immediatamente (per energie tipiche della pratica
clinica, entro pochi millimetri) un crollo corrispondente alla termalizzazione dei
proiettili. La profondita` del picco di Bragg dipende dall’energia iniziale dei pro-
toni e la sua ampiezza dipende dalla dispersione energetica del fascio. Variando
l’energia durante l’irradiazione in modo ben controllato e` possibile sovrapporre
molti picchi di Bragg stretti e ottenere un picco di Bragg allargato (Spread-
Out Bragg Peak ; v. fig. 2.2). Questo risultato puo` essere ottenuto o mediante
l’interposizione nel percorso del fascio di uno spessore variabile di un materiale
assorbitore (spesso tessuto equivalente) oppure modulando l’energia del fascio
durante l’irradiazione; se questa modulazione e` facilmente ottenibile in alcuni
acceleratori, come il sincrotrone, e` molto piu` difficile con altri acceleratori, quali
i ciclotroni.
Anche gli ioni piu` pesanti hanno un comportamento simile a quello dei proto-
ni, caratterizzato da una dose uniforme nel corridoio di ingresso e dalla presenza
del picco di Bragg. I fasci di ioni carbonio, ossigeno e neon, viaggiano pratica-
mente in linea retta, con diffusione laterale trascurabile, e depositano gran parte
della loro energia alla fine del loro percorso. Questo permette una ben definita
16 Dalla protonterapia alla dosimetria PET per CATANA
Figura 2.2: Esempio di picco di Bragg allargato (SOBP) con la modulazione
del fascio. Si osservi come variando l’energia durante l’irradiazione in modo ben
controllato e` possibile sovrapporre molti picchi di Bragg ed ottenere un picco
allargato.
distribuzione della dose in profondita`, migliore persino di quella dei protoni.
Inoltre, a causa della intensa ionizzazione locale, gli ioni leggeri sono molto effi-
caci contro i tumori radio-resistenti. A differenza di quanto accade con i protoni
Figura 2.3: Confronto fra le curve di dose di un fascio di protoni e uno di ioni
carbonio.
(v. fig. 2.3), pero`, la dose non diminuisce fino a zero subito dopo il picco, ma e`
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presente una sorta di “coda” che si spinge piu` in profondita`. Quindi utilizzan-
do, ad esempio, ioni carbonio anche la parte del corridoio di uscita piu` vicina
al tumore riceve una, seppur piccola, dose di radiazioni. La presenza della coda
e` dovuta al fatto che in prossimita` del picco gli ioni carbonio interagiscono con
gli atomi del mezzo dando luogo a reazioni di frammentazione. I frammenti cos`ı
generati percorrono ancora un certo range prima di arrestarsi e cedono la loro
energia ai tessuti posti al di la` della zona del picco, obbligando ad un maggiore
precisione nella definizione del piano di trattamento.
La distribuzione della dose in profondita` di protoni e ioni giustifica, quindi,
l’affermazione conclusiva secondo cui, scegliendo tecniche appropriate di tratta-
mento, sia i protoni che gli ioni possono essere utilizzati per realizzare terapie
conformi molto accurate sia per tumori collocati vicino alla cute che per tumori
profondi. In questo modo e` cos`ı possibile, in confronto alla radioterapia conven-
zionale, o aumentare la dose al tumore mantenendo invariata la dose ai tessuti
sani circostanti, oppure ridurre la dose ai tessuti sani, mantenendo la stessa dose
al tumore.
2.2 Effetti biologici
Le peculiarita` interessanti dei protoni non si limitano al solo prestarsi ad un
miglior contenimento spaziale della dose rispetto ad altri tipi di particelle;
differenti, rispetto a quelle dei fotoni e degli elettroni, sono anche gli effetti
biologici [10].
Per procedere ad un esame piu` dettagliato di questa problematica e` opportu-
no definire le grandezze dosimetriche utilizzate per quantificare e caratterizzare
tali effetti, al fine di rendere chiaro al lettore come, al variare del tipo di radia-
zione e delle caratteristiche del mezzo irraddiato, i valori ad esse associati siano
sinonimo di una diversa efficacia biologica.
Si inizi con il sottolineare come le deposizioni d’energia localizzate nell’in-
torno della traccia delle particelle incidenti siano di primaria importanza nel-
l’interpretazione degli effetti indotti dalle radiazioni nei materiali biologici. La
grandezza fisica ad esse correlata e` il LET, acronimo di Linear Energy Trans-
fer. Il LET di una particella, espresso abitualmente in keV/µm, e` definito come
l’energia trasferita al mezzo per unita` di lunghezza; in formula:
L∆ =
(
dE
dl
)
∆
(2.1)
dove dE rappresenta l’energia ceduta localmente per collisioni dalla particella
lungo un segmento di traccia dl (tipicamente scelto sulla scala micrometrica
delle cellule o nanometrica del DNA), avendo considerato nel computo solo le
collisioni che comportano un trasferimento di energia minore di ∆; il senso di
questa restrizione risiede nella volonta` di non prendere in considerazione i rag-
gi δ (elettroni secondari, strappati all’atomo nel processo di ionizzazione) piu`
energetici prodotti nell’interazione della particella. Questi, infatti, trasportan-
do lungo le proprie tracce l’energia ricevuta, la cedono a loro volta nel mezzo
in punti anche distanti dal sito in cui e` avvenuta la collisione primaria, disper-
dendola eccessivamente ai fini terapeutici. Se si considerano tutte le perdite di
energia, senza nessun limite, il LET, che in questo caso si indica con il simbolo
L∞, coincide numericamente con il potere frenante per collisione ossia il valor
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medio della perdita di energia che una particella carica subisce per unita` di
percorso.
Con riferimento al L∞, si usa distinguere particelle ad alto e a basso LET;
il confine tra le due categorie si situa intorno ai 30 - 50 keV/µm. In linea
di massima si puo` affermare che mentre i fotoni e gli elettroni hanno un LET
basso lungo tutto il percorso all’interno del tessuto (per le energie utilizzate in
radioterapia generalmente compreso tra 0.2 e 2 keV/µm), quello dei protoni e
degli ioni piu` pesanti e` basso per buona parte del percorso e nella parte finale, in
corrispondenza del picco di Bragg, acquista un valore alto: per i protoni il LET
puo` variare tra 10 e 100 keV/µm, per ioni come neon e carbonio puo` assumere
anche valori piu` alti.
Per capire come il valore del LET di una specie particellare sia indice del
danno prodotto, e` necessario ricordare innanzitutto quali sono gli effetti indotti
nei materiali biologici dalle radiazioni.
Si concentri, quindi, l’attenzione sulla cellula vivente che, in questo contesto,
viene ad assumere il ruolo di protagonista nella genesi degli effetti biologici; sono,
infatti, le conoscenze della radiobiologia cellulare che costituiscono la chiave
interpretativa ed universale per la spiegazione dei fenomeni che si manifestano
nei tessuti.
Poiche´ la cellula e` assimilabile ad una soluzione acquosa, gli effetti che si
producono in seguito ad un qualche irraggiamento sono conseguenti o all’azione
diretta sulle molecole del soluto o all’azione indiretta conseguente all’interazione
dei prodotti derivati dalla radiolisi dell’acqua con le molecole in essa disciolte.
In quest’ultimo caso i radicali liberi (complessi ad alta reattivita`) che si formano
hanno vita breve (10−5 secondi) e per lo squilibrio elettrolitico nella loro strut-
tura sono causa di lesioni a carico delle membrane cellulari (rilascio enzimi, al-
terazioni della permeabilita`, etc.) e degli “organuli” citoplasmatici (mitocondri
e ribosomi).
Le lesioni cellulari indotte dalla radiazione sono distribuite casualmente al-
l’interno della cellula e, tra queste, quelle biologicamente importanti sono loca-
lizzate principalmente nel nucleo, dove possono essere colpite molecole indispen-
sabili per la sopravvivenza (gli acidi nucleici), il cui deterioramento interferisce
con il processo di replicazione e di traduzione del DNA. I danni a questo pro-
vocati possono o consistere in un’interruzione del filamento della doppia elica
(semplice o doppia), o riguardare le basi nucleiche. In quest’ultimo caso, l’effet-
to si esplica sia attraverso alterazioni con o senza rottura dei legami idrogeno,
sia nel distacco della base modificata o, ancora, tramite la creazione di legami
anomali tra basi adiacenti e/o contrapposte. La cellula, tuttavia, tenta un ri-
pristino delle funzionalita` interdette seguendo strategie differenziate a seconda
della sua fase vitale. Se e` a riposo si puo` verificare o una riparazione diretta
di legami anomali tra basi adiacenti o la rimozione e inserimento diretto di una
base danneggiata se non, addirittura, la sostituzione di un intero tratto della
catena di DNA attraverso l’intervento sequenziale di enzimi. Se e` in mitosi,
invece, si puo` assistere ad una riparazione per ricombinazione in cui il tratto di
DNA danneggiato viene “saltato” durante la duplicazione; in alternativa pos-
sono essere attivate procedure biochimiche atte a far procedere la replicazione
nella zona lesionata, anche in assenza di un valido modello sulla catena paren-
tale. In questo caso, pero`, e` possibile che vengano inserite delle basi sbagliate
(mutazioni) con conseguenti danni biologici di varia entita`.
Ricerche radiobiologiche su cellule isolate coltivate in vitro hanno messo in
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evidenza che, per lo meno ad alte dosi, l’efficienza biologica di una radiazione
e` legata al raggruppamento (clustering) degli eventi di deposizione energetica.
Nello specifico, la correlazione tra densita` di ionizzazioni e doppie rotture e`
stata studiata sperimentalmente attraverso la determinazione dello spettro di
frammentazione del DNA in cellule irradiate con diversi tipi di radiazione [11, 14,
2]. L’attuale ipotesi e` che la correlazione spaziale dei siti di ionizzazione influisca
sulla distribuzione delle lesioni indotte sul DNA, in particolare delle doppie
rotture; questa, a sua volta, influisce sulla irreparabilita` del danno e quindi sulle
conseguenze biologiche. Complessivamente, tali studi indicano che le particelle
cariche densamente ionizzanti inducono, rispetto ai raggi X o γ, un maggior
numero di piccoli frammenti e una maggiore correlazione delle doppie rotture
su dimensioni caratteristiche delle strutture organizzative della cromatina.
Di recente, poi, i progressi della biologia molecolare hanno consentito lo
sviluppo di metodi per la determinazione di piccole concentrazioni di doppie
rotture, necessari per gli studi a basse dosi. Essi hanno messo in evidenza che
l’impiego di radiazioni altamente ionizzanti fa s`ı che, anche per piccoli dosaggi,
la formazione delle doppie rotture sia lineare con la dose, a differenza di quanto
avviene con l’irraggiamento fotonico [20]. In fig. 2.4 si riporta un esempio di
quanto detto: in questo caso l’effetto biologico e` parametrizzato dalla soprav-
vivenza cellulare S al variare della dose irraggiata D per due diversi tipi di
radiazione (cui corrispondono due diversi LET). Nella fattispecie, le curve sono
Figura 2.4: Curve di sopravvivenza di cellule esposte a radiazioni di alto e basso
LET.
ben parametrizzate dal modello lineare-quadratico:
S(D) = exp(−αLETD − βLETD2) . (2.2)
La dipendenza funzionale dei parametri α e β dal LET e` tale da favorire progres-
sivamente all’aumentare dello stesso il primo a scapito del secondo, in accordo
con quanto riportato circa la linearita` della relazione effetti-dose per le particelle
densamente ionizzanti.
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Da queste premesse discende naturalmente che gli effetti biologici di radia-
zioni con diverso LET, a parita` di dose assorbita, si confrontino quantitativa-
mente in base alla loro efficacia biologica relativa (RBE). Essa e` definita come
il rapporto tra la dose rilasciata da un fascio di particelle di riferimento – fo-
toni, generalmente – e quella che la radiazione in esame deve depositare per
produrre, su un certo tessuto, gli stessi effetti biologici causati dalla prima (v.
fig. 2.4). In accordo con quanto detto in precedenza la dipendenza dell’RBE
dal LET e` quella rappresentata schematicamente in fig. 2.5. Sono evidenti due
Figura 2.5: Andamento dell’RBE in funzione del LET per due diversi effetti
biologici: in un caso si richiede un livello di sopravvivenza dell’80%, nell’altro
del 10%.
caratteristiche principali nell’andamento dell’RBE.
Innanzitutto, questo parte da 1 e aumenta monotonamente col LET fino al
raggiungimento di un valore massimo, al di la` del quale scende asintoticamente
a zero. Il fatto che il limite per LET piccoli sia 1 deriva direttamente dalla de-
finizione di RBE unitamente al fatto che i fotoni hanno basso LET. La crescita
iniziale, poi, viene solitamente interpretata come un aumento del rateo di pro-
duzione di danni cellulari localmente correlati. Nel punto massimale, si presume
che si raggiunga l’optimum della correlazione: il passaggio di una particella e`
giusto sufficiente per la morte della cellula colpita. La decrescita finale, infine,
corrisponde a valori di LET talmente elevati che il danno locale provocato non
puo` essere espresso in termini biologici, dal momento che la letalita` cellulare e`
gia` stata raggiunta e il surplus di energia rilasciata localmente e` sprecata in una
forma di saturazione solitamente indicata col termine overkill.
In secondo luogo, si nota come la curva realizzata con il vincolo dell’80% di
sopravvivenza sia piu` alta rispetto a quella relativa ad una sopravvivenza mino-
re (corrispondente, quindi, a dosi maggiori di quelle richieste nel primo caso).
Questa peculiarita` trae origine dalla spalla a piccole dosi piu` accentuata che
esibiscono le particelle a basso LET nelle curve di sopravvivenza (v. fig. 2.4).
Infatti, mentre a piccole dosi (equivalenti a una sopravvivenza elevata) la pre-
senza di questa spalla rende cospicua la differenza tra DRaggiX e DParticelle, a
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dosi molto elevate le curve corrono quasi parallelamente. Questo fa s`ı che la
curva RBE-LET degeneri alla curva costante 1 per basse dosi di sopravvivenza.
Detto questo, va detto che e` stata scoperta una dipendenza dell’RBE dal
numero atomico della radiazione, nel caso degli ioni pesanti (v. fig. 2.6). In
Figura 2.6: Andamento schematico dell’RBE in funzione del LET per particelle
di diverso numero atomico.
particolare, e` stato dimostrato che il massimo dell’RBE si sposta verso LET piu`
alti al crescere del numero atomico dello ione.
Quanto descritto finora, tuttavia, non esaurisce la gamma di variabili da
cui dipendono in definitiva gli effetti biologici di un irraggiamento. Un altro
importante elemento (legato, come l’RBE, alle caratteristiche sia del tessuto
che della radiazione) che influisce sull’efficacia del trattamento e` rappresentato
dalla presenza di fattori chimici sensibilizzanti, la cui caratteristica saliente e`
quella di accentuare l’effetto di una determinata dose di radiazioni. Tra questi,
l’ossigeno molecolare e` il piu` rilevante: da questo deriva la locuzione di effetto
ossigeno, stante ad indicare proprio la maggior sensibilizzazione di tutti i sistemi
biologici indotta da questo elemento nei confronti della radiazione (v. fig. 2.7).
Allo scopo di studiare quantitativamente l’entita` dell’effetto ossigeno si intro-
duce l’OER (Oxygen Enhancement Ratio), definito come il rapporto tra le dosi
(di un fissato tipo di radiazione) richieste per produrre un determinato effetto
in assenza ed in presenza di ossigeno: questo parametro e` misura della maggior
resistenza delle neoplasie ipossiche rispetto a quelle perossigenate. Come gia`
l’RBE, anche l’OER manifesta una marcata dipendenza dal LET della radia-
zione in esame: in particolare si ha che per particelle sparsamente ionizzanti
questo assume valori prossimi a 3, mentre, all’aumentare della correlazione spa-
ziale delle collisioni si manifesta una sempre maggiore insensibilita` della risposta
terapeutica dall’ossigenazione (v. fig. 2.8).
Volendo tirare le fila dell’intero discorso con specifico riferimento al confronto
tra i protoni e gli altri tipi di particelle, si puo` dire che i primi si distinguono
dalle radiazioni piu` penetranti (raggi β e γ) per un maggior LET cui finiscono
per corrispondere un RBE superiore ed un OER piu` ridotto. Quest’ultima
caratteristica risulta particolarmente appetibile ai fini terapeutici in quanto i
tessuti neoplastici, a causa della loro vascolarizzazione scarsa e disordinata, sono
generalmente molto meno ossigenati rispetto ai tessuti sani, per cui subiscono
danni minori (o, a seconda del punto di vista, portano ad una maggiore incidenza
degli effetti collaterali) dall’azione distruttrice delle radiazioni convenzionali.
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Figura 2.7: Curve di sopravvivenza ottenute in presenza ed in assenza di O2 a
basso LET e a LET elevato.
Figura 2.8: OER in funzione del LET (espresso, al solito, in keV/µm). Le
barre evidenziano i range tipici entro cui spazia il LET delle specie particellari
indicate.
D’altronde queste peculiarita` dei protoni sono ancora piu` accentuate negli ioni
piu` pesanti, per i quali l’OER caratteristico tende progressivamente ad 1 e
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l’RBE, nella misura in cui non si e` in regime di overkill, si traduce in un’efficacia
superiore.
2.3 Il progetto Catana
Alla luce delle notevoli proprieta` fisico-biologiche dei protoni appare giustificato
il crescente interesse per l’impiego di tali fasci nella cura delle neoplasie, in
particolare dei tumori con localizzazione poco profonda (max 4 cm). In base
alle statistiche ad oggi note, in tutto sono circa 23.000 i pazienti radiotrattati con
protoni e molti i progetti in itinere nel mondo. Fra le patologie trattabili, quelle
di tipo oculare stanno trovando in questo approccio radioterapico la risposta
clinicamente piu` idonea alla loro risoluzione, sia alla luce dei risultati gia` ottenuti
in altri centri che in vista delle possibili prospettive di sviluppo.
Il progetto CATANA (Centro di AdroTerapia e Applicazioni Nucleari Avan-
zate) nasce dalla collaborazione fra i Laboratori Nazionali del Sud (LNS) di
Catania, la Clinica Oculistica, l’Istituto di Radiologia ed il Dipartimento di
Fisica dell’Universita` degli Studi di Catania. Esso si propone come obietti-
vo (considerando, tra l’altro, l’opportunita` di disporre nella stessa citta` anche
di un Ciclotrone a Superconduttore (SC) capace di produrre fasci di protoni
nell’intervallo di energia 50-90 MeV) il trattamento dei melanomi uveali, quali
quelli coroidali, i tumori dell’iride, i retinoblastomi e le degenerazioni maculari
legate all’eta`. CATANA e` pienamente operativo gia` dai primi mesi del 2002 e
ogni anno sono circa una decina i pazienti che vengono trattati, dei quali circa
il 70% curati con successo.
Nel sottoparagrafo che segue ci si soffermera`, senza alcun pretenzioso intento
di esaustivita`, sul melanoma uveale, i rischi a cui va incontro chi ne e` affetto
e quali sono oggigiorno le tecniche a disposizione per la cura di tali patologie.
Si passera` immediatamente dopo a descrivere la linea di trattamento, realizzata
nel centro di protonterapia a Catania, per il trasporto e la formazione di un
fascio terapeutico che soddisfi i requisiti fondamentali di energia e omogeneita`,
richiesti rispettivamente per raggiungere la profondita` del tumore e per ottenere
un campo capace di irraggiare uniformemente e con forte contrasto l’intera zona
neoplastica. Il terzo sottoparagrafo di questo paragrafo si concludera` con un
breve cenno su quelle che sono le fasi di preparazione del paziente che precedono
il vero e proprio trattamaneto.
2.3.1 Il melanoma uveale
La patologia oncologica oculare individua in tre principali affezioni i tumori piu`
frequenti all’interno dell’occhio nell’adulto: il melanoma uveale, le metastasi
endoculari, l’emangioma della coroide mentre in eta` pediatrica il tumore piu`
significativo rimane il retinoblastoma.
Di tutte queste patologie il melanoma uveale e` il piu` frequente e quello
con maggior significativita` clinica, rappresentando circa 2.5% del totale delle
neoplasie umane.
L’incidenza annua del melanoma non e` conosciuta in Italia. Di riferimento
rimane l’incidenza negli USA: Wilkes et al. [32] hanno calcolato un’incidenza
annuale nella popolazione generale di 7 nuovi casi per milione di abitanti, con
una grande differenza in rapporto all’eta`: 3 casi per milione al di sotto dei 50
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Figura 2.9: Anatomia dell’occhio umano.
anni, 21 al di sopra. In Italia si verificano circa 350 nuovi casi ogni anno: la sede
di insorgenza piu’ frequente e` la coroide (85%), seguita dai corpi ciliari (10%) e
dall’iride (5%).
Il melanoma uveale origina dai melanociti uveali della cresta neurale e tende
a crescere sia all’interno del bulbo, invadendo e disorganizzando i tessuti intrao-
culari, sia all’esterno, infiltrandosi nella sclera e nei tessuti orbitari (in fig. 2.9
e` riportata una sezione assiale dell’occhio umano). La necessita` di una diagno-
si precoce del focolaio neoplastico e la possibilta` di intervenire con strumenti
efficaci risultano requisiti indispensabili per evitare che il melanoma uveale me-
tastatizzi per via ematogena (data l’assenza di vasi linfatici a livello bulbare),
intaccando, cos`ı, altri organi.
L’asportazione chirurgica, mediante enucleazione del globo oculare, non ha
mostrato vantaggi significativi, in termini di diffusione metastatica a distanza
e, quindi, di sopravvivenza, rispetto ad altri approcci terapeutici con intento
conservativo. Nonostante l’evidenza anatomica di un tumore completamente
contenuto nel guscio sclerale e l’assenza di vasi linfatici bulbari, nonostante
l’apparente radicalita` dell’intervento e l’assenza di metastasi al momento del
trattamento, l’analisi retrospettiva di ampie casistiche ha evidenziato un eleva-
to tasso di mortalita`: McLean e Zimmermann [12], in uno studio condotto su
3432 casi, hanno constatato la presenza di un picco di mortalita` a circa due an-
ni dall’intervento di enucleazione, dovuto forse ad una disseminazione di cellule
neoplastiche durante l’intervento chirurgico. Sebbene si sia ricorsi ad accor-
gimenti di varia natura al fine di ridurre le conseguenze della manipolazione
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chirurgica del bulbo oculare, questi non hanno, tuttavia, dimostrato alcuna in-
fluenza sulla prognosi quoad vitam del paziente enucleato. E’ questo il motivo
per cui sono state sviluppate terapie conservative in alternativa all’enucleazione,
in grado di garantire al paziente, a parita` di sopravvivenza, il mantenimento in
sede del bulbo oculare con un eventuale residuo visivo.
Nell’ambito dei trattamenti con intento conservativo, la radioterapia attual-
mente e` la tecnica piu` utilizzata: il suo obiettivo e` quello di sterilizzare il tumore
inibendo la capacita` replicativa cellulare. La sua efficacia e` stata ampiamente di-
mostrata solo per dosi molto elevate, dell’ordine dei 10.000 cGy nei trattamenti
con brachiterapia. Trattamenti con dosi cos`ı elevate, che superano ampiamente
la tolleranza di molte delle strutture orbitarie (cristallino, nervo ottico, retina),
possono essere eseguiti solo su bersagli di limitate dimensioni e con tecniche di
elevata precisione che consentono di erogare la dose terapeuticamente efficace
nel bersaglio, risparmiando i tessuti limitrofi.
Per i restanti casi si sono sviluppate nuove tecniche di irraggiamento tali da
consentire la somministrazione di alte dosi al tumore limitando invece la conta-
minazione dei tessuti peritumorali sani. Risale a diverse decine di anni fa [13] il
primo di questi approcci, realizzato ricorrendo ad una tecnica di brachiterapia
interstiziale con aghi di Radon impiantati direttamente nella massa neoplastica.
Da allora nuove e piu` sofisticate metodiche sono state introdotte: in base alla
grandezza del tumore ed alla sua localizzazione, sono attualmente disponibili
numerose opzioni radioterapiche che vanno dal trattamento brachiterapico con
placche episclerali, alla radioterapia stereotassica con acceleratore lineare o con
gamma knife, fino, come preannunciato, alla terapia con protoni.
Le caratteristiche fisiche dei protoni, gia` opportunamente discusse nei para-
grafi precedenti, consentono di ottenere un fascio molto collimato in grado di
cedere gran parte della dose terapeutica sul bersaglio ad una profondita` voluta.
Le piu` significative esperienze di protonterapia oculare riguardano il melano-
ma dell’uvea con le ampie casistiche raccolte al Massachusetts General Hospital
Harvard Cyclotron Laboratory di Boston (circa 3000 pazienti), al Paul Scherrer
Institut di Villigen, in Svizzera (3000 pazienti), oltre ai centri di Nizza e Orsay
in Francia (3000 pazienti) e al centro di Clatterbridge in Inghilterra (1200 pa-
zienti). I risultati riportati in letteratura riferiscono una percentuale di controllo
locale a 5 anni superiore al 95%, con preservazione dell’occhio nel 90% dei casi
trattati, ed indicano come questo rappresenti il trattamento standard per i me-
lanomi uveali. Importanti sono anche i risultati nel retinoblastoma che hanno
evidenziato un controllo locale del 100%. Un capitolo aperto e` invece rappre-
sentato dalla degenerazione maculare della retina, tipica patologia degenerativa
degli anziani, dove il 75% dei casi trattati ha ottenuto una stabilizzazione od un
miglioramento della funzione visiva.
Con la protonterapia possono essere trattati tumori di tutte le dimensioni
ed in qualsiasi sede, ma i migliori risultati sono stati ottenuti nelle lesioni con
diametro inferiore a 16 mm e spessore inferiore ad 8 mm che interessavano la
sola coroide. In qualche centro l’adroterapia e` stata praticata utilizzando, anche,
particelle α: anche in questo caso e` riportata una percentuale di fallimenti locali
assai bassa (2-4% a 5 anni ed oltre), nettamente inferiore a quella ottenibile con
altre forme di irraggiamento localizzato.
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2.3.2 La linea di trattamento
Dopo aver provveduto a fare una breve presentazione di quelli che sono gli
aspetti piu` propriamente medici della questione, si procede, come da propo-
sito introduttivo, a delineare in dettaglio la sezione strumentale della facility
CATANA.
Figura 2.10: Vista complessiva della sala di protonterapia ai Laboratori
Nazionali del Sud.
Il fascio all’uscita dal Ciclotrone a Superconduttore viene indirizzato e foca-
lizzato sulla sala di protonterapia (v. fig. 2.10) da una serie di elementi magnetici
per un tratto di circa 80 metri. Nel tratto finale della linea di trattamento, il
fascio, ormai in aria e a pochi metri dal paziente, attraversa tutta una serie di
elementi passivi in modo tale da avere le caratteristiche (energia, omogeneita`,
etc.) richieste dai protocolli radioterapici; segue, come ultimo elemento della
linea, il sistema di immobilizzazione costituito da una sedia, capace di diversi
movimenti nello spazio – tutti programmabili e controllati elettronicamente, do-
ve si fa accomodare il paziente prima del trattamento. Maschere termoplastiche
vengono utilizzate per l’immobilizzazione del distretto testa-collo durante l’ir-
raggiamento e un apposito sistema di bloccaggio della bocca ripara il paziente
dai rischi provocati da ulteriori possibili spostamenti.
Procedendo con ordine (v. fig. 2.11), il primo elemento che il fascio prodotto
dal ciclotrone attraversa prima della finestra di uscita in aria (realizzata in
kapton e dello spessore di 50 µm) e` un diffusore in tantalio dello spessore di
circa 15 µm. E` quindi posto, come primo elemento della linea in aria, a ≈300
mm dal primo, un secondo diffusore, anch’esso in tantalio, questa volta dello
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Figura 2.11: Trasporto e formazione del fascio terapeutico: Linea di
Trattamento.
spessore di 25 µm con uno stopper centrale di ottone del diametro di 4 mm e dello
spessore di 7 mm. Tali diffusori hanno il compito di allargare nella direzione
perpendicolare al suo asse centrale il fascio primario, che giunge all’interno della
sala di trattamento con un diametro relativamente piccolo. Come tutti i sistemi
di diffusione passivi essi si basano sui processi di diffusione multipla coulombiana
che i protoni subiscono quando vi incidono: piu` in dettaglio, se in ingresso si ha
un pennello di protoni monoenergetici paralleli e se lo spessore del diffusore e` tale
da non modificarne sostanzialmente l’energia, l’unico effetto sensibile risultante
sara` modellizzabile con un allargamento della distribuzione angolare iniziale
(per assunzione, a delta). Questo si traduce in un incremento della sezione del
fascio proporzionale alla distanza dal diffusore, in ossequio alle prescrizioni della
formula di Highland sulla larghezza della gaussiana del nucleo di convoluzione da
applicare alla distribuzione del fascio iniziale. La presenza dello stopper prima
del secondo diffusore fa s`ı che dalla campana allargata dal primo diffusore si
sottragga la regione centrale. Il secondo diffusore ha il compito di introdurre
uno spreading nella distribuzione bimodale prodotta dallo stopper; in questo
modo vi sara` un appropriato range di distanza lungo la linea di trattamento in
cui la funzione di densita` del fascio avra` un profilo ottimale, con una larghezza
del fascio al 95% del massimo pari a ≈ 47 mm molto piu` ampia di quella che
si sarebbe potuta ottenere semplicemente introducendo una diffusione ulteriore
sulla singola campana (v. fig. 2.12).
Attraversato il sistema di diffusione, il fascio protonico attraversa un colli-
matore, che ne riduce cos`ı le dimensioni portandolo da una larghezza in ingresso
di 47 mm ad una in uscita di 25 mm. Nella fig. 2.13 si osserva il profilo laterale
del fascio all’isocentro, ottenuto con un film radiocromico MD-552.
Sebbene quanto descritto finora sulla catena sperimentale fosse di per se´
rilevante, particolare attenzione e` stata posta su questi aspetti in quanto le
proprieta` finali del fascio illustrate sopra costituiranno il punto di partenza per
il terzo capitolo: un intero paragrafo (il 3.6) sara` dedicato alla riproduzione
analitica del profilo in fig. 2.13.
La profondita` massima raggiungibile dal fascio di protoni (e quindi la sua
energia) viene invece fatta variare utilizzando dei modulatori di percorso (range
shifter) in perspex: una libreria di range shifter permette di spostare il picco
in profondita` fra 0 e 30 mm acqua equivalenti con un passo di 0.2 mm. In
prossimita` del range shifter e` posto un diffusore rotante (modulatore) utilizzato
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Figura 2.12: Modulazione del fascio lungo il set-up sperimentale.
Figura 2.13: Profilo laterale del fascio a valle del collimatore.
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per allargare il picco di Bragg ad una profondita` variabile tra 5 e 30 mm acqua
equivalente; quindi sono poste due camere a monitor indipendenti che permet-
tono la misura della dose fornita al paziente durante la seduta. Esse sono tarate
prima di ogni trattamento per confronto con la camera ad ionizzazione utilizzata
come dosimetro di rferimento. Una terza camera e` deputata ad una verifica del
centraggio del fascio durante l’irraggiamento.
Ultimo elemento della linea in aria, come gia` accennato, e` il sistema per il
posizionamento del led che il paziente deve puntare, e per il posizionamento del
collimatore personalizzato. Infine, due tubi a raggi X posti ortogonalmente fra
loro permettono di verificare la posizione del paziente tenendo come riferimento
le clip radio-opache inserite dall’oculista per contornare la base del tumore.
2.3.3 La preparazione del paziente
Se l’obiettivo della radioterapia e` il controllo della massa tumorale al fine di
distruggere le cellule cancerose prevenendo cos`ı un’eventuale ulteriore diffusione
del focolaio neoplastico, allora, la fase preparatoria del paziente che conduce alla
scelta di un piano di trattamento efficace, costituisce una fase molto delicata e
complessa sulla quale si ritiene necessario soffermarsi un momento.
Nel seguito verranno descritti brevemente i momenti salienti che sono alla
base della scelta di un piano di trattamento nell’ambito delle patologie oculari,
nonche` le modalita` secondo le quali si svolge l’irraggiamento.
Il paziente viene, innanzitutto, sottoposto ad una visita oculistica per la
conferma della diagnosi e per l’individuazione dell’esatta dimensione e posizio-
ne della massa tumorale rispetto al nervo ottico. Di fondamentale importanza
risulta la delimitazione del melanoma oculare, mediante l’applicazione chirur-
gica di 4-5 clip in tantalio (diametro 2.5 mm, spessore 0.6 mm), che, oltre a
mettere in evidenza la forma reale del melanoma, forniscono punti di riferi-
mento costanti per il controllo della sua posizione rispetto al fascio di protoni.
A partire dai dati del paziente forniti dall’oculista, un apposito programma
di simulazione (EYEPLAN) fornisce una ricostruzione virtuale tridimensionale
dell’occhio e della neoplasia da trattare, utilizzando una geometria sferica, che
ben approssima la forma dell’occhio. Si puo` cos`ı individuare l’angolazione e la
direzione piu` opportune del fascio durante l’irradiazione dell’occhio.
Durante la simulazione al computer, una volta rappresentati il profilo del
tumore sul piano retinico ed il suo spessore, sono anche prestabilite le curve di
isodose, tracciate a partire dalle informazioni fornite dalle convenzionali scan-
sioni TAC, secondo valori di distribuzione costante ed omogenea dal centro ai
bordi. Le curve di isodose, devono essere comprese nel campo di radiazione per
scongiurare il coinvolgimento di tessuti sani. In generale la strategia consiste
nel comprendere nella isodose il 90% dell’intera patologia da trattare, con mar-
gine di sicurezza di circa 2.5 mm, cercando di risparmiare la macula ed il nervo
ottico.
Altro requisito fondamentale per il trattamento con protoni e` l’assoluta im-
mobilita` del paziente, per poter cos`ı rilasciare nel volume bersaglio un’alta dose
risparmiando i tessuti circostanti. Il paziente posizionato sulla sedia fissa vo-
lontariamente un led luminoso e, mediante monitor, dalla sala di controllo si
ottengono informazioni in tempo reale riguardo i movimenti dell’occhio. La du-
rata di una singola seduta del trattamento e` compresa solitamente fra 60 e 90
secondi, con una dose d’irradiazione di circa 15 Gy.
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In totale sono necessarie quattro sedute effettuate nell’arco di una settimana,
per una dose totale d’irradiazione di 60 Gy. Il frazionamento della dose ha
una duplice importanza: la progressiva distruzione delle cellule neoplastiche
favorisce una migliore ossigenazione di quelle superstiti e quindi ne aumenta
la radiosensibilita`. D’altro canto favorisce, per i tessuti sani, il fenomeno della
riparazione del danno subletale e della rigenerazione.
2.4 Dosimetria PET in vivo
Come accennato, la pianificazione del trattamento, attualmente, si basa sui dati
delle immagini del paziente fornite da convenzionali scansioni tomografiche con
fasci di fotoni. Infatti il software che traccia le curve di isodose necessita di dati
per descrivere le interazioni del fascio di protoni con i tessuti del paziente, e tali
dati sono ricavati a partire dai coefficienti di attenuazione dei tessuti ricavati
dalla TAC. Tuttavia questi coefficienti, spesso convertiti in unita` di Hounsfield,
non sono direttamente proporzionali alle densita` elettroniche necessarie per la
scrittura compiuta della Bethe-Block nel caso di fasci protonici. Sebbene stra-
taggemmi vari vengano utilizzati per risolvere questo problema, l’errore sul cal-
colo del range dei protoni nei mezzi, effettuato a partire dalla conversione dei
valori in unita` di Hounsfield, puo` superare anche i dieci millimetri [21].
Diventa ora chiara la ragione per cui lo sviluppo di nuove tecniche dosime-
triche susciti l’interesse della comunita` scientifica.
Se da un lato c’e` chi si sta dedicando ad uno studio sistematico dei principi
fisici che sono alla base di un sistema di tomografia computerizzata a protoni
(pCT, proton Computed Tomography) (l’impiego dei fasci protoni a scopo di
imaging medico consentirebbe di conoscere con molta piu` accuratezza la posi-
zione del picco di Bragg, nonche´ di verificare piu` accuratamente la posizione del
tumore all’interno del corpo del paziente), qui di seguito si ricapitoleranno rapi-
damente i principi fisici che, invece, sono alla base della tomografia ad emissione
di positroni, alternativa presa qui in considerazione per il miglioramento della
qualita` del piano di trattamento terapico.
2.4.1 Background fisico della Tomografia ad Emissione di
Positroni
L’annichilazione di una coppia elettrone-positrone porta all’emissione di due
fotoni dell’energia tipica di 511 keV. L’angolo compreso tra i loro impulsi e` –
almeno nell’ambito di pertinenza di questo lavoro di tesi – di 180°. Quest’ultimo
aspetto, almeno nella misura in cui i due leptoni sono termici o, piu` in generale,
l’impulso totale puo` essere considerato trascurabile; deviazioni da questo regime
comportano energie dei fotoni risultanti diverse e direzioni di volo non collineari.
Presupposto per la Tomografia a Emissione di Positroni (PET) e` la possibilita`
di rivelare tali fotoni.
Gia` diffusamente impiegata nell’ambito dell’imaging medico quale strumen-
to capace di fornire un’estesa gamma di informazioni cliniche, la PET viene
solitamente eseguita sul paziente in seguito alla somministrazione di un radio-
farmaco β+ emettitore che, una volta distribuitosi nell’organismo, consente di
misurare la distribuzione di attivita` grazie alla rivelazione in coincidenza dei
fotoni di annichilazione. Il breve tempo di dimezzamento di diversi elementi β+
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emettitori consente bassi dosaggi nelle indagini diagnostiche e la disponibilita`
di tali emettitori tra gli isotopi dei principali elementi metabolici, quali 15O,
13N e 11C, permette un’enorme varieta` di studi in vivo nei tessuti e negli orga-
ni. La possibilita` di incorporare anche il 18F, attraverso sintesi radiochimica,
in molte sostanze naturali quali carboidrati, amminoacidi, lipidi e in un’enorme
varieta` di farmaci, permette anche l’analisi di numerose e diversificate funzioni
metaboliche.
La raccolta dell’informazione sulla distribuzione di attivita` nel paziente con-
sta di tre passi prancipali. Il primo riguarda l’emissione e l’annichilazione delle
antiparticelle degli elettroni, i positroni. Questi vengono prodotti per deca-
dimento β+ da diverse sostanze, instabili per un eccessivo numero di protoni
rispetto al numero dei neutroni nel nucleo. Tali nuclei tendono ad una configu-
razione di maggiore stabilita`, ottenibile riducendo il numero dei protoni tramite
il processo
ZN →Z−1 N∗ + β+ + ν . (2.3)
In genere il nucleo figlio sara` in uno stato isomerico Z−1N∗ che puo` dare luogo ad
un successivo decadimento, questa volta di tipo gamma. Nella reazione appena
scritta si osserva come i positroni non sono l’unica particella emessa, ma sono
sempre accompagnati da un neutrino, una particella priva di carica, dotata di
spin e con massa a riposo nulla. Si tratta, quindi, di un decadimento a tre
corpi – uno dei quali notevolmente piu` massivo degli altri – in cui l’energia
cinetica si ripartisce quasi esclusivamente tra le due particelle piu` leggere, il
positrone ed il neutrino. Questo si traduce in uno sprettro di emissione continuo:
benche` le energie piu` probabili si trovino al centro dello spettro, il positrone puo`
venire emesso con qualunque energia nell’intervallo [0, Tmax], dove Tmax e` un
valore fissato dalla cinematica relativistica per ogni sorgente emettitrice (vedi
tabella (2.4)).
Radioisotopo Emivita Tmed Tmax Range medio
(min) (MeV) (MeV) in acqua (mm)
18F 109.8 0.242 0.633 1.4
11C 20.4 0.385 0.960 1.7
13N 10.0 0.491 1.192 2.0
15O 2.0 0.735 1.732 2.7
(2.4)
Possedendo tale energia cinetica, il positrone va incontro allo stesso tipo di inte-
razioni descritte in precedenza per gli elettroni (data l’energia tipica di emissio-
ne, in particolare, si tratta principalmente di ionizzazione del mezzo). Effetto
di queste perdite di energia e` una tendenza alla termalizzazione, solo al cui
raggiungimento generalmente il positrone si annichila con un elettrone1. Il to-
mografo ideale individua la distribuzione di attivita`, cioe` la posizione in cui
viene emesso il positrone; un tomografo reale, invece, ricostruisce la posizione
di annichilazione del leptone, separata tridimensionalmente dalla prima da una
1In realta`, spesso si passa per la configurazione intermedia del positronio. Questo puo`
realizzarsi nella configurazione di tripletto (orto-positronio, T1/2 ∼ 1.0 ns) o singoletto (para-
positronio, T1/2 ∼ 0.1 ns) di spin. Quest’ultimo decade quasi esclusivamente per autoanni-
chilazione (emissione di due gamma), anche se talvolta possono intervenire elettroni esterni
(processo di pick-off ). L’orto-positronio, invece, in assenza di materia nell’ambiente circo-
stante, decade per autoannichilazione con un tempo scala di 100 ns, emettendo tre fotoni; nei
materiali organici, percio`, e` enormemente piu` probabile il pick-off con elettroni esterni dopo
circa 1 ns.
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(a) Effetto range del positrone. (b) Deviazione dalla collinearita`.
Figura 2.14: Limiti della diagnostica PET che intervengono nel primo passo.
distanza pari al range del positrone. Nel caso in cui la linea di volo dei foto-
ni fosse poco discosta dal tragitto complessivo percorso dal positrone non vi
sarebbero problemi, ma in tutti gli altri casi – statisticamente piu` rilevanti –
l’effetto range introduce una distorsione nell’immagine con conseguente perdita
di risoluzione spaziale (cfr. fig. 2.14(a)).
In ogni caso, sia che il positrone si annichili al termine della termalizzazione
(cui corrisponde a temperatura ambiente un’energia cinetica di circa 1/40 di
eV), sia che l’interazione avvenga in volo (quando, cioe`, ha un’energia tipica
dell’ordine della frazione di MeV), l’elettrone coinvolto nell’annichilazione ha
un’energia cinetica orbitale di qualche centinaio di eV. Questo fa s`ı che l’impulso
totale sia diverso da zero e quindi si abbia una deviazione dalla collinearita` dei
fotoni emessi, in ottemperanza a quanto descritto all’inizio del sottoparagrafo.
Questa deviazione di manifesta come una distribuzione gaussiana con FWHM
dell’ordine del mezzo grado. E`, pero`, inevitabile che il tomografo idealizzi le tra-
iettorie dei due fotoni come un’unica retta; una simile modellizzazione introduce
un’ulteriore distorsione nell’immagine ricostruita (cfr. fig. 2.14(b)).
Il secondo passo che prelude alla fase tomografica vera e propria e` rapre-
sentato dalle interazioni cui vanno incontro i fotoni emessi dall’annichilazione
nell’attraversare il mezzo fino agli scintillatori del tomografo.
In un materiale della densita` tipica dei tessuti biologici umani, il libero
cammino medio λ dei γ di 511 keV e` di ∼ 10 cm; la testa ha uno spessore
S ∼ 10 cm, di conseguenza la probabilita` che uno dei due fotoni, emessi ad una
profondita` x, giunga al primo rivelatore senza aver interagito e`
P1 = e−x/λ (2.5)
e, analogamente, la probabilita` che l’altro raggiunga il secondo scintillatore senza
collidere e`
P2 = e−(S−x)/λ . (2.6)
L’indipendenza degli eventi fa s`ı che la probabilita` che entrambi i fotoni della
coppia non interagiscano e`
P = P1 · P2 = e−S/λ ∼ 15% . (2.7)
Nel restante 85% delle coppie almeno un fotone sara` completamente assorbito
o almeno diffuso; in entrambe le situazioni e` evidente che sono necessarie delle
metodologie correttive. Nel primo caso alla rilevazione di un fotone non corri-
sponde la rilevazione in coincidenza sul secondo scintillatore (evento inferiore in
2.4 Dosimetria PET in vivo 33
fig. 2.15); nell’altro caso, accanto a questa evenienza, puo` verificarsi anche un
errore nella ricostruzione della linea di volo, come si evince dall’annichilazione
in alto in fig. 2.15. Evenienze di questo tipo e` opportuno che siano tenute in
considerazione sia in fase di costruzione del tomografo, sia al momento della
ricostruzione dell’immagine.
Figura 2.15: Effetti sulle linee di volo introdotte dalle interazioni dei fotoni nel
mezzo.
IL terzo passo necessario per l’analisi PET e` costituito dalla fase che si puo`
definire tomografica. Essa ha inizio dal momento in cui i fotoni che sono riusciti
ad attraversare il mezzo tra i rilevatori giungono sugli scintillatori. Qui possono
essere interamente assorbiti o rilasciare solo parte della loro energia.
Dalla bonta` della precisione e dell’accuratezza delle operazioni effettuate in
questa fase dipende maggiormente la qualita` dell’intera immagine PET. In par-
ticolare, le dimensioni e la geometria del rilevatore influiscono sull’uniformita`
e sulla forma della risposta; il materiale di questo, invece, determina princi-
palmente l’efficienza dello stesso. A questo proposito, va ricordato che uno dei
grandi vantaggi dei sistemi PET e` la notevole uniformita` della risposta: testan-
do questa caratteristica tramite l’utilizzo di una sorgente lineare posta lungo
la separatrice degli scintillatori, la LSF (Line Spread Function – indice della
larghezza dell’immagine ricostruita) esibisce una FWHM praticamente costante
lungo tutta la linea, appena piu` ridotta nel terzo centrale.
Una volta registrate le rilevazioni, lo scopo della ricostruzione e` la riproduzio-
ne della distribuzione dei radionuclidi nel paziente. In questa operazione, ogni
eventuale discrepanza fra le ipotesi degli algoritmi ricostruttivi e le modalita`
con cui sono stati effettivamente raccolti i dati in input si ripercuote sull’at-
tendibilita` dell’immagine finale, con distorsioni e altri rumori. In ogni caso,
tuttavia, la qualita` tomografica dell’immagine e` direttamente legata a tre para-
metri fondamentali del tomografo: la risoluzione spaziale; l’indipendenza della
risoluzione e dell’efficienza dalla profondita` della regione scandita; l’efficienza
nella rivelazione e nella correzione dell’attenuazione dei fotoni nel mezzo.
2.4.2 L’apparato sperimentale
Presso il Dipartimento di Fisica dell’Universita` di Pisa e` in fase di sviluppo
un prototipo del tomografo PET per dosimetria con il quale si andra` a carat-
terizzare la distribuzione di attivita` indotta, inizialmente in fantoccci di PM-
MA, dall’irraggiamento protonico. In un’eventuale implementazione clinica, i
due rivelatori verranno collocati lateralmente alla testa del paziente sottopo-
sto al trattamento, in corrispondenza degli occhi, in maniera tale da contenere,
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nel loro campo di vista, l’intera zona soggetta all’irradiazione, come mostrato
schematicamente in fig. 2.16.
Figura 2.16: Rappresentazione schematica del posizionamento finale del
tomografo a due teste.
Il prototipo e` costituito da due rivelatori planari identici delle dimensioni di
circa 10 cm × 10 cm, ciascuno formato da quattro matrici di cristallo scintil-
lante LYSO(Ce) (ortosilicato di lutezio e ittrio drogato al cerio). Queste, a loro
volta, sono costituite da 25 × 25 pixel, ciascuno dei quali della dimensione di
2 mm × 2 mm × 18 mm. Ogni singola matrice e` accoppiata ad uno specifico
fotorivelatore, della stessa dimensione, sensibile alla posizione.
Sono state le considerazioni sui piu` importanti parametri fisici che caratte-
rizzano le prestazioni di uno scintillatore (efficienza di rivelazione, risoluzione
energetica e risoluzione temporale) a far ricadere la scelta sul cristallo LYSO
quale particolare materiale scintillante. La sua elevata densita` garantisce, infat-
ti, un elevato potere di frenamento alle radiazioni di 511 keV e pertanto un’e-
levata efficienza di rivelazione. Se, in generale, l’elevato potere di frenamento
permette di impiegare cristalli di piccole dimensioni e quindi di migliorare la ri-
soluzione spaziale, l’elevata efficienza di scintillazione, combinata ad una buona
risoluzione energetica intrinseca del cristallo (definita come il numero di fotoni
di fluorescenza emessi per MeV di energia persa dal gamma per un evento di
assorbimento totale nel cristallo), si riflette in una buona risoluzione energetica
del sistema di rivelazione. Essa permette di restringere la finestra energetica di
acquisizione e quindi di meglio discriminare la componente di radiazione diffu-
sa; alzando la soglia inferiore, inoltre, si riduce anche il numero di eventi singoli
rivelati e, di conseguenza, anche la quantita` di coincidenze casuali che, come
le coincidenze di radiazione diffusa, costituiscono un contributo di rumore nelle
immagini PET e richiedono un’opportuna correzione.
Per quanto concerne la risoluzione temporale, il rapido tempo di decadimen-
to della transizione fluorescente del cristallo LYSO consente la formazione di
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segnali che, opportunamente processati, risultano di breve durata. Questo si
traduce in un basso tempo morto del sistema e, quindi, in buone prestazioni in
termini di frequenza di conteggio. Inoltre, la buona rapidita` iniziale di scintil-
lazione influenza positivamente la risoluzione temporale (incertezza dell’istante
di rivelazione), da cui dipende la scelta dell’ampiezza della finestra temporale di
coincidenza e quindi la quantita` di coincidenze casuali rivelate. Passando alla
rivelazione in coincidenza e` facile, infatti, comprendere che, dati due elementi
di rivelazione collegati ad un’unita` di coincidenza avente una finestra temporale
pari a τ , il rateo di coincidenze casuali registrate e` dato da
R = 2τr1r2 , (2.8)
dove r1 e r2 sono i ratei di conteggio in singola dei due elementi di rivelazione.
Quindi un aumento dei conteggi in singola di un fattore x si traduce in un
aumento delle coincidenze casuali non volute (rumore) di un fattore x2. La
riduzione dell’ampiezza della finestra τ di coincidenza, quindi, riduce R, pur
non potendo essere portato al di sotto della risoluzione temporale dei singoli
rivelatori, pena la perdita di coincidenze vere.
In tabella (2.9) sono confrontate le proprieta` del cristallo scintillante LYSO
con quelle dei cristalli BGO (germanato di bismuto), LSO (ortosilicato di lute-
zio), YAP (ortoalluminato di ittrio) ed NaI (ioduro di sodio), che nell’imaging
PET sono i tipici materiali utilizzati.
Materiale ρ Resa di luce τ λmax latt n Pfotoel
(g/cm3) (fotoni/MeV) (ns) (nm) (mm) (%)
LYSO:Ce 7.1 3.2 · 104 41 420 12 1.81 12.8
BGO 7.13 9 · 103 300 480 10.4 2.15 40
LSO:Ce 7.4 3 · 104 40 420 11.4 1.82 32
YAP:Ce 5.37 2.3 · 104 27 370 21.3 1.95 4.2
NaI:Tl 3.76 4.1 · 104 230 410 29.1 1.85 17
(2.9)
Oltre alla densita` ρ, alla resa di luce e al tempo di decadimento τ gia` men-
zionati, sono riportati anche altri parametri caratteristici, quali la lunghezza
d’onda al picco di emissione λmax, la lunghezza di attenuazione latt, l’indice di
rifrazione n e la probabilita` di effetto fotoelettrico Pfotoel a 511 keV – alcuni
dei quali svolgono, a loro volta, un importante ruolo nell’accoppiamento con il
fotorivelatore. Infatti, se a dettare la scelta dello scintillatore sono state preci-
se motivazioni, altrettanta oculatezza e` stata necessaria per la scelta dei tubi
fotomoltiplicatori, nell’ottica di ottimizzare, nella realizzazione del prototipo,
anche l’accoppiamento di questi con le matrici dei cristalli; si e` optato per i
multianodo “flat panel” Hamamatsu H8500. Avendo ciascuno un’area attiva di
49 mm × 49 mm su un’area totale di 52 mm × 52 mm, l’idea e` stata quella di
realizzare dei moduli, ciascuno composto da un fotomoltiplicatore accoppiato ad
una matrice di cristallo 5 cm × 5 cm. In questo modo ciascuna testa e` formata
da 2× 2 scintillatori accoppiati ad altrettanti fotomoltiplicatori; come risultato
si ha, cos`ı, un sistema compatto con una piccola zona morta di rivelazione.
Ciascun fotomoltiplicatore e`, poi, caratterizzato da una finestra d’ingresso
in vetro (borosilicato) otticamente trasparente, dello spessore di 2 mm, su cui e`
depositato un sottile film di materiale fotoemissivo bialcalino con un’efficienza
quantica massima di circa il 20%. La moltiplicazione del segnale avviene attra-
verso 12 dinodi contenuti in 14.7 mm, in grado di realizzare amplificazioni di 6
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ordini di grandezza. L’anodo e` costituito da placche metalliche, ciascuna delle
dimensioni di 5.8 mm × 5.8 mm, disposte, a distanza di 0.6 mm l’una dall’altra,
in modo tale formare una matrice 8 × 8. Per localizzare spazialmente il punto
di interazione del fotone di annichilazione nel cristallo a partire dalle 64 uscite
del fotomoltiplicatore si ricorre a molteplici letture basate su reti a divisione di
carica (Symmetric Charge Division: N ×N input→ N +N output) accoppiate
a ulteriori catene resistive lineari [24, 16].
In fig. 2.17 si puo` osservare lo stato attuale del progetto prototipo con una
sola coppia di moduli delle quattro previste.
Figura 2.17: Stato attuale del progetto prototipo.
Da definirsi sara` la scelta della lettura dell’intera testa. Le soluzioni da
valutare possono prevedere o l’utilizzo di un divisore di rete resistiva globale
per processare il segnale della matrice di 2 × 2 fotomoltiplicatori come fos-
se un solo grande dispositivo multianodo, o una lettura indipendente di ogni
fotomoltiplicatore.
Capitolo 3
Approccio semianalitico al
calcolo di dose e attivita`
Nell’introduzione si e` anticipato come l’obiettivo di questa tesi sia l’esame di
fattibilita` di uno studio dosimetrico tramite tecniche PET della protonterapia in
atto presso la facility di Catania. Va da se´ che un simile prefiggimento comporta
la necessita` di simulare i profili di dose e di attivita` β+ prodotti dal fascio in uso,
esaminare la loro correlazione funzionale, valutare la significativita` statistica del
numero di coincidenze rilevabili dalle quali ci si aspetta di ricostruire l’attivita`
indotta, etc.
Di conseguenza, l’argomento di questo, che – per posizione e importanza –
puo` essere considerato il capitolo centrale della tesi, consiste nella riproduzio-
ne simulativa degli aspetti clinicamente rilevanti discussi solo qualitativamente
nei precedenti paragrafi. A questo scopo, onde evitare l’appesantimento della
trattazione, si daranno per assodati tutti i nessi con le motivazioni cliniche del
lavoro e si porra` l’attenzione unicamente sulla fisica insita nel problema. Per
amor di chiarezza, poi, un brevissimo paragrafo introduttivo ridefinira` compiu-
tamente, se ce ne fosse bisogno, ogni aspetto fisico necessario alla comprensione
dei successivi, dimodoche´ il capitolo si possa giovare di quell’autosufficienza utile
a chi fosse interessato esclusivamente al modello analitico sviluppato.
3.1 Definizione del problema
Un fascio di N0 = 108 protoni di 62 MeV incide normalmente su un fantoccio
di PMMA (C5H8O2, densita` di massa % = 1.19 g/cm3). Durante l’attraver-
samento i protoni subiscono interazioni elastiche ed anelastiche con gli atomi
del bersaglio. Le prime, principalmente legate alla ionizzazione del bersaglio,
danno luogo ad una perdita di energia dei proiettili e al suo conseguente rilascio
nel mezzo; le seconde, tra l’altro, alla produzione di isotopi β+-emittenti (11C
da 12C(p, d)11C e 16O(p, αd)11C; 13N da 16O(p, α)13N ; 15O da 16O(p, d)15O).
Scopo di questo lavoro e`, appunto, la determinazione dei profili di rilascio della
dose e di attivita` in funzione della profondita` e della dimensione trasversa del
fascio.
Per inciso, si noti come il PMMA sia stato scelto grazie alle caratteristiche si-
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mili a quelle dei tessuti organici umani, tra cui la densita`, il rapporto Z/Amedio,
il potenziale di ionizzazione, che lo rendono un materiale tessuto-equivalente.
Il lavoro prende inizialmente in esame l’entita` delle perdite di energia degli
adroni carichi per ionizzazione. Essendo questo un fenomeno legato alla sta-
tistica delle collisioni con gli elettroni del bersaglio, si dimostrera` come una
trattazione semplicistica in termini di perdita media sia inadeguata alla descri-
zione del corretto profilo di dose (la cosiddetta curva di Bragg): sara` necessario
tenere in conto, tramite l’utilizzo di opportune tecniche matematiche, anche le
deviazioni dalla media. Tutto cio` sara` discusso nel par. 3.2. Una volta otte-
nuto l’andamento con la profondita` della funzione di distribuzione in energia
del fascio, sara` possibile calcolare effettivamente la curva di Bragg (par. 3.3) e
i profili di produzione di isotopi β+-emittenti (par. 3.4); in questo stesso para-
grafo si discuteranno brevemente le correlazioni tra le caratteristiche della curva
di Bragg e quelle dei profili di attivita`. Nel paragrafo successivo si passera` al-
l’analisi dell’allargamento laterale del fascio come conseguenza delle interazioni
coulombiane con gli elettroni orbitali degli atomi del mezzo. Questa discussione
introdurra` la necessita` di trattare il fascio, fino a quel punto considerato filifor-
me, come una densita` tridimensionale di particelle (analogo discorso varra` per
dose e attivita`), fattorizzabile in termini di una densita` trasversa alla direzione
di propagazione dei proiettili e del consueto termine assiale. Necessita` resa ancor
piu` fondamentale dalla trattazione del sesto paragrafo, quando si esaminera` una
distribuzione trasversa per il fascio incidente, in termini della quale integrare i
risultati ottenuti fino a quel punto per pennelli incidenti filiformi. Nel par. 3.7
si metteranno insieme i pezzi del mosaico raccolti e se ne esporranno i risulta-
ti. Scopo dell’ultimo paragrafo sara`, poi, il confronto fra i risultati desunti (o
desumibili) dal modello sviluppato in questa sede e quelli che si ritrovano nella
letteratura ottenuti sperimentalmente o con altri strumenti di simulazione.
3.2 Funzione di Distribuzione
Si ammetta inizialmente che il fascio di protoni sia strettamente monocromatico,
i.e., detta f(E) la sua funzione di distribuzione in energia, f = N0δ(E − E0).
Si potrebbe trattare il problema dell’evoluzione dell’energia media al variare
della profondita` z in due modi diversi. Il primo, quello piu` semplice, consiste
nell’assumere che tutte le particelle del fascio perdano energia esattamente al
rateo medio previsto. Si considera, cos`ı, l’equazione differenziale alle derivate
ordinarie per E(z)
dE
dz
= −
〈
dE
dz
〉
(E) , (3.1)
avendo indicato con
〈
dE
dz
〉
(E) la perdita media di energia per unita` di lunghezza
associata ad una particella di energia E. Un approccio di questo tipo fa s`ı che il
fascio appaia conservarsi inverosimilmente monocromatico durante tutto il suo
tragitto nel bersaglio. Questo fatto, tuttavia, non sarebbe di per se´ grave se
l’energia E(z) cos`ı calcolata per lo meno coincidesse con l’energia media 〈E〉(z)
delle particelle a quella profondita`: infatti, essendo il fascio costituito da un
gran numero di protoni, il profilo di energia (e, quindi, di dose) che si osserva e`
dato dalla media delle energie delle singole particelle anziche´ dalle singole curve
legate a ciascun elemento dell’ensemble. Come accennato nell’introduzione, tut-
tavia, la natura statistica delle collisioni ionizzanti conferisce una distribuzione
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non banale al fascio inizialmente monocromatico e, dal momento che la stessa〈
dE
dz
〉
(E) dimostra che il rateo con cui si perde energia dipende fortemente dal-
l’energia, risulta chiaro che l’energia media del fascio propagato non coincide
con la propagazione media dell’energia iniziale. Alla stessa conclusione si puo`
giungere alternativamente partendo dall’asimmetria (riscontrabile in un valore
modale inferiore al valor medio) della funzione di distribuzione dell’energia persa
nell’attraversamento di uno spessore ∆z.
Una strategia differente risulta quindi necessaria per affrontare il proble-
ma nella sua complessita`. L’idea consiste nel considerare, al posto dell’energia
media ad una data profondita`, una quantita` di informazioni molto maggiore:
l’intera funzione di distribuzione dell’energia delle particelle f(E, z). Si sa dalle
condizioni iniziali che
f(E, 0) = N0δ(E − E0) . (3.2)
Si consideri la probabilita` Φ(E,∆E,∆z) che una particella di energia E, attra-
versando uno spessore ∆z, perda una quantita` di energia ∆E; ovviamente∫
Φ(E,∆E,∆z)d∆E = 1 . (3.3)
In questo stesso definire Φ si e` assunto, piu` che ragionevolmente, che le collisioni
che portano alla perdita di energia avvengano in maniera sufficientemente ca-
suale da far s`ı che Φ sia indipendente dalla storia della particella. Dal principio
delle probabilita` totali segue che
f(E, z +∆z) =
∫
f(E +∆E, z)Φ(E +∆E,∆E,∆z)d∆E . (3.4)
Dal momento che ∆z e` considerato piccolo e gli effetti delle interazioni cou-
lombiane possono essere descritti in termini di una sequenza di deflessioni di
piccoli angoli (i.e.una sequenza di piccoli decrementi ∆E), e` possibile espande-
re l’integrando fΦ in potenze di ∆E. Nel fare questo, beninteso, si sviluppera`
Φ(E+∆E,∆E,∆z) solo rispetto al primo argomento, nel quale si puo` conside-
rare ∆E piccolo rispetto a E, e non rispetto al secondo, nel quale ∆E descrive
una forte variazione (∆E e` grande rispetto a 0). Limitando l’accuratezza al
secondo ordine,
f(E +∆E, z) = f(E, z) + ∆E
∂
∂E
f(E, z) +
1
2
∆E2
∂2
∂E2
f(E, z) ; (3.5)
Φ(E +∆E,∆E,∆z) =Φ(E,∆E,∆z) + ∆E
∂
∂E
Φ(E,∆E,∆z)
+
1
2
∆E2
∂2
∂E2
Φ(E,∆E,∆z) (3.6)
e quindi
f(E, z +∆z)− f(E, z) =
∫
∆E
(
∂f
∂E
Φ+
∂Φ
∂E
f
)
d∆E
+
1
2
∫
∆E2
(
∂2f
∂E2
Φ+ 2
∂f
∂E
∂Φ
∂E
+
∂2Φ
∂E2
)
dE
=
∂
∂E
∫
fΦ∆EdE +
1
2
∂2
∂E2
∫
fΦ∆E2de , (3.7)
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dove nel membro di destra f e Φ vanno intese rispettivamente come f(E, z) e
Φ(E,∆E,∆z). Nel limite di ∆z → 0, la (3.7) diventa:
∂f
∂z
=
∂
∂E
(A(E)f) +
1
2
∂2
∂E2
(D(E)f) , (3.8)
dove
A(E) = lim
∆z→0
1
∆z
∫
Φ∆Ed∆E ; (3.9)
D(E) = lim
∆z→0
1
∆z
∫
Φ∆E2d∆E . (3.10)
La (3.8) e` l’equazione di Fokker-Planck, nota anche come equazione di convezione-
diffusione. Questa seconda denominazione deriva dai due termini del secondo
membro, interpretabili il primo come un termine di drift e il secondo come un
termine di random walk nello spazio dell’energia. In effetti, il coefficiente di drift
A(E) coincide, per definizione di Φ, con
〈
dE
dz
〉
(E). Diverso e` invece il discor-
so per D(E), che introduce un allargamento della distribuzione monocromatica
iniziale estraneo alla prima trattazione del problema precedentemente discussa.
Si puo` quindi affermare che la differenza tra il primo e il secondo approccio e`
dovuta proprio alla diffusione contenuta nella (3.8): diffusione derivante, a ben
vedere, dall’aver considerato uno sviluppo esteso al secondo ordine in ∆E.
Sic stantibus rebus, non resta altro che identificare esplicitamente
〈
dE
dz
〉
(E)
e D(E) (rispettivamente nel primo e secondo sottoparagrafo) per poi procedere
numericamente (ultimo sottoparagrafo) all’integrazione della (3.8) con condizio-
ne iniziale (3.2).
3.2.1 Bethe-Bloch – Ziegler (convezione)
Le modalita` con cui le particelle cariche che attraversano la materia riducono
la propria energia (mantenendo la loro identita`) sono dominate dalle interazioni
elettromagnetiche tramite lo scambio di fotoni reali (radiazione) o virtuali. I
primi possono essere emessi se:
• la velocita` delle particelle cariche e` maggiore di quella della luce nel mez-
zo attraversato (v > c/n, con v velocita` della particella ed n indice di
rifrazione del mezzo); in questo caso si parla di radiazione Cˇerenkov;
• il vettore velocita` rapportato alla velocita` di fase dei fotoni nel mezzo
(~v ·n/c) cambia; in questo caso si parla di bremsstrahlung se a cambiare e`
|~v|, di sincrotrone se cambia vˆ e di radiazione di transizione se la variazione
coinvolge n.
Tuttavia, per protoni subrelativistici, questo tipo di interazione e` ordini di gran-
dezza meno efficiente rispetto a quelle che coinvolgono lo scambio di fotoni
virtuali con gli atomi del bersaglio, che portano alla loro ionizzazione o eccita-
zione, motivo per cui in questa trattazione verra` completamente ignorato il suo
contributo a
〈
dE
dz
〉
(E).
Per avere, invece, una descrizione quantitativa dell’entita` delle perdite per
ionizzazione, si puo` considerare come prima approssimazione una trattazione
classica dell’interazione coulombiana tra il protone e un elettrone del bersaglio.
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Per un parametro di impatto b, nell’approssimazione di Chandrasekar (l’inte-
razione coinvolge una forza F calcolata come la legge di Coulomb tra le due
particelle alla distanza b, attiva per un tempo tF = 2b/v), l’impulso trasferito
nella collisione e`
pb = F · tF = 2e
2
bβc
=
2remec
bβ
(3.11)
(me ≈ 511 keV/c2 e` la massa dell’elettrone, re = e2/(mec2) ≈ 2.82 · 10−13 cm il
suo raggio classico), da cui l’energia trasferita nell’urto, calcolata come l’energia
cinetica finale dell’elettrone inizialmente considerato in quiete, risulta
 =
p2b
2me
=
2r2emec
2
b2β2
. (3.12)
Il tasso di interazione Ξ, misurato in cm2/g, di un proiettile su un bersaglio di
sezione d’urto σ e` dato da
Ξ =
NA
A
σ , (3.13)
dove NA ≈ 6.022·1023 mol−1 e` il numero di Avogadro e A e` la massa atomica del
bersaglio, misurata in g/mol. Il tasso di interazione per collisioni che implichino
uno scambio di energia compreso tra  ed + d risulta quindi dall’applicazione
della (3.13) con σ data da Z (numero atomico del bersaglio) volte l’area della
corona circolare infinitesima di raggio pari al b che si ricava in funzione di  per
inversione della (3.12):
b2 =
2r2emec
2
β2
; (3.14)
Ξ () d =
NA
A
2pibdbZ =
NA
A
pi
2r2emec
2
β2
Z
d
2
. (3.15)
L’energia persa per unita` di percorso si ottiene, quindi, integrando, in linea
di principio, su tutti i parametri di impatto il prodotto di  per Ξ ():
−dE
dz
=
2piNA
A
Z
∫ +∞
0
bdb = 2pi
ZNA
A
2r2emec
2
β2
∫ +∞
0
db
b
. (3.16)
A questo punto si presenta il problema della doppia divergenza (infraros-
sa e ultravioletta) dell’integrale in (3.16), il cosiddetto logaritmo di Coulomb
(generalmente indicato con log Λ). Come negli altri ambiti della fisica in cui si
presenta questo problema, la divergenza nell’estremo inferiore d’integrazione –
relativo a piccoli b – e` piuttosto semplice da curare; l’idea consiste nel notare che
non ha senso estendere l’integrazione a parametri d’impatto minori della lun-
ghezza d’onda di de Broglie del protone incidente: bmin = h/p = h/(meγβc).
Questa lunghezza puo` essere, infatti, considerata la dimensione scala al di sotto
della quale si manifesta la natura ondulatoria del proiettile e, per il principio di
indeterminazione di Heisenberg, strutture spazialmente piu` piccole non possono
essere risolte.
Diverso e` il caso della divergenza logaritmica a grandi parametri di impatto.
Questo e`, in genere, un problema di piu` ardua soluzione (tempi di rilassamento
gravitazionali per gli ammassi stellari, coulombiani per i plasmi, etc.), tuttavia,
in questo caso, puo` essere risolto con una constatazione dello stesso tenore di
quella che cura la divergenza ultravioletta. In particolare, si considera un mo-
dello per cui il massimo parametro d’impatto utile del dominio di integrazione
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e` quello per cui il tempo di interazione tF uguaglia il tempo di rivoluzione tR
dell’elettrone attorno al nucleo. Se infatti tF > tR, l’atomo si mostrera` media-
mente neutro al protone incidente, dal momento che su quei tempi scala non
vi sara` piu` una deviazione netta dalla sfericita` atomica; in questo caso, dun-
que gli effetti dell’interazione integrata nel tempo tF saranno statisticamente
nulli. Parametrizzando, sempre sulla base del principio di indeterminazione di
Heisenberg, tR come h/I (I essendo l’energia media di eccitazione dell’atomo
bersaglio) e sostituendo il tutto nella (3.16), si ottiene:
−dE
dz
= 2pi
ZNA
A
2r2emec
2
β2
[
log
2mec2γ2β2
I
+ η
]
, (3.17)
in cui il parametro correttivo η e` stato introdotto per tener conto dell’effet-
to schermante degli atomi vicini (si ricordi che nella trattazione discussa e`
stata presa in esame una moltitudine di atomi considerati indipendenti l’uno
dall’altro).
Sebbene molte delle caratteristiche peculiari della forma delle perdite per
ionizzazione siano gia` presenti nella (3.17), una trattazione che tenga conto degli
effetti quantomeccanico-relativistici fornisce la formula di Bethe-Bloch [18] nella
sua forma corretta dagli effetti di Barkas [1] e Bloch [3] (valida, al solito, per
bersagli di una sola specie atomica; l’estensione a materiali composti si ottiene
banalmente per linearita` nelle proprieta` chimiche del mezzo):〈
dE
dz
〉]
E<Ec
=2pir2emec
2nel
1
β2
×[
log
2mec2β2γ2Emax
I2
− β2
(
1 +
Ec
Emax
)
− δ − 2Ce
Z
+
L1 + L2] , (3.18)
in cui ne la densita` elettronica del mezzo; I l’energia media di eccitazione del
bersaglio; Emax la massima energia trasferibile in una singola collisione:
Emax =
2mec2β2γ2
1 + 2γme/mp + (me/mp)2
; mp ≈ 938 MeV/c2 ; (3.19)
Ec = min(max(I, Ecut), Emax) coinvolge invece la definizione di Ecut che rap-
presenta la soglia di produzione di particelle secondarie nell’interazione; δ e` la
funzione di correzione di densita`; Ce e` la funzione di correzione di shell e Z e`
il numero atomico del bersaglio; L1 ed L2 indicano rispettivamente i termini di
Barkas e Bloch.
La (3.18), tuttavia, e` valida solo per βγ & 0.05, corrispondente ad un’ener-
gia dei protoni di circa 1 MeV. Per particelle piu` lente – piu` avanti si mostrera`
in maniera autoconsistente come sia opportuno per una maggiore completezza
di questo lavoro avere una descrizione attendibile dei processi di rallentamento
anche a quelle energie – la Bethe-Bloch corretta si rivela poco accurata; inol-
tre il grafico riportato in fig. 3.1 mostra come a basse energie la (3.18) diventi
difficilmente gestibile da un punto di vista computazionale (e` auspicabile che il
potere frenante di un mezzo vada definitivamente a zero al decrescere del mo-
mento dei proiettili con la regolarita` tipica delle funzioni a potenza: andamenti
diversi comportano complessita` numeriche non indifferenti). Si rivela, quindi,
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inevitabile l’uso della piu` regolare parametrizzazione di Ziegler [34], valida per
un range che include abbondantemente le energie del presente problema: [1
keV, 100 MeV]. Questa parametrizzazione richiede 12 parametri Ai per ogni
elemento contenuto nel bersaglio (nel caso in questione H, C e O). Indicando
con T il rapporto E/mp [KeV/amu], il potere frenante Se, espresso in [eV/1015
atomi/cm2], risulta essere:
Se = A1T 1/2 , 1 keV < E < 10 keV ;
Se =
SlowShigh
Slow + Shigh
, 10 keV < E < 1 MeV ;
Slow = A2T 0.45 ; (3.20)
Shigh =
A3
T
log
(
1 +
A4
T
+A5T
)
;
Se =
A6
β2
[
log
A7β
2
1− β2 − β
2 −
4∑
i=0
Ai+8(log T )i
]
, 1 MeV < E < 100 MeV .
Anche in questo caso, avendo a che fare con un materiale chimicamente compo-
sto, sara` necessario ponderare adeguatamente i contributi al frenamento dovuti
ad ogni singola specie.
Figura 3.1: Confronto tra la parametrizzazione di Bethe-Bloch e quella di Ziegler
per
〈
dE
dz
〉
(E) nel PMMA.
44 Approccio semianalitico al calcolo di dose e attivita`
3.2.2 Distribuzione di Vavilov (diffusione)
Il termine diffusivo D(E) della (3.8) richiede la conoscenza della Φ(E,∆E,∆z).
Allo scopo di determinarla, si consideri la probabilita` che un protone, attraver-
sando uno spessore ∆z, interagisca un numero N(∆z) di volte con gli elettroni
atomici pari a n; la solita assunzione di indipendenza degli urti porta ad una
distribuzione poissoniana data da
P [N(∆z) = n] = e−λ∆z
(λ∆z)n
n!
, n = 0, 1, 2, . . . (3.21)
dove λ assume il significato di numero medio di collisioni per unita` di spessore
attraversato. Nel limite di ∆z → 0,
P [N(∆z) = 0] = 1− λ∆z + o(∆z) ;
P [N(∆z) = 1] = λ∆z + o(∆z) ; (3.22)
P [N(∆z) ≥ 2] = o(∆z) .
La densita` di probabilita` Φ e` data, quindi, per il principio delle probabilita`
totali, dalla somma su n della probabilita` di interagire n volte per la densita` di
probabilita` di perdere un’energia ∆E per unita` di spessore:
Φ(E,∆E,∆z) =
∞∑
n=0
e−λ(E)∆z
(λ(E)∆z)n
n!
· pn(E,∆E) . (3.23)
Ovviamente, dal momento che le particelle perdono energia in seguito alle col-
lisioni, p0(E,∆E) = δ(∆E); p1(E,∆E), invece, e` la sezione d’urto differenziale
(in ∆E) normalizzata per singola collisione: p1(E,∆E) = ω(E,∆E)/λ(E), ω
essendo la sezione d’urto di Rutherford modificata:
ω(E,∆E) =
{
ξ
∆z∆E2
(
1− ∆Eβ2Emax
)
, ∆E ≤ Emax (E) ;
0 , ∆E > Emax (E) ,
(3.24)
dove, per un materiale chimicamente omogeneo,
ξ =
2pie4NAv%∆z
mec2β2A
. (3.25)
Nel limite di d∆z → 0 in cui sono valide le (3.22), per una particella che in uno
spessore ∆z ha perso un’energia ∆E′ la densita` di probabilita` p(d∆z,∆E|∆E′)
di perdere nel successivo spessore d∆z un ulteriore ε = ∆E −∆E′ e` data da
p(d∆z,∆E|∆E′) = δ(ε) · (1− λd∆z) + p1(ε) · λd∆z + o(d∆z) . (3.26)
Come conseguenza, la Φ(E,∆E,∆z+d∆z) e` relazionata alla Φ(E,∆E′,∆z) da
Φ(E,∆E,∆z + d∆z) =
∫
Φ(E,∆E′,∆z) [δ(ε) · (1− λd∆z)
+p1(E −∆E′, ε)λd∆z] dε+ o(d∆z) , (3.27)
che, da semplici rimaneggiamenti, risulta equivalente a
∂Φ(E,∆E,∆z)
∂∆z
=
∫ min(∆E,Emax)
0
ω(E, ε)Φ(E,∆E − ε,∆z)dε
− Φ(E,∆E,∆z)
∫ Emax
0
ω(E, ε)dε . (3.28)
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La soluzione della (3.28) e` stata trovata da Vavilov [29] passando in trasfor-
mata di Laplace:
Φ(E,∆E,∆z) =
1
2pii
∫ c+i∞
c−i∞
ep∆E
φ(E, p,∆z)
p
dp , (3.29)
φ(E, p,∆z) ≡ p
∫ ∞
0
e−p∆EΦ(E,∆E,∆z)d∆E ; (3.30)
ω(E, ε) =
1
2pii
∫ c+i∞
c−i∞
epε
$(E, p)
p
dp , (3.31)
$(E, p) ≡ p
∫ ∞
0
e−pεω(E, ε)dε . (3.32)
Riconoscendo nel primo termine del secondo membro della (3.28) il prodotto di
convoluzione tra ω e Φ, dal noto teorema di moltiplicazione per le trasformate
di Laplace segue che la trasformata della (3.28) e`
∂φ(E, p,∆z)
∂∆z
= φ(E, p,∆z)
(
$(E, p)
p
−
∫ Emax
0
ω(E, ε)dε
)
. (3.33)
E` immediato riconoscere nella (3.33) un’equazione differenziale alle derivate
parziali in una sola delle variabili, ovvia soluzione della quale risulta
φ(E, p,∆z) = φ(E, p, 0) exp
[
−∆z
(∫ Emax
0
ω(E, ε)dε− $(E, p)
p
)]
. (3.34)
Ma, ricordando la (3.32) e la (3.24),
$(E, p)
p
=
∫ ∞
0
e−pεω(E, ε)dε =
∫ Emax
0
e−pεω(E, ε)dε ; (3.35)
inoltre, per ∆z = 0 si ha che Φ(E,∆E, 0) = δ(∆z), cosicche´
φ(E, p,∆z) = p
∫ ∞
0
e−p∆Eδ(∆z)d∆E = p . (3.36)
Inserendo questi risultati nella (3.34) e ricordando la (3.29), si giunge finalmente
a determinare
Φ =
1
2pii
∫ c+i∞
c−i∞
exp
{
p∆E −∆z
∫ Emax
0
ω(ε) (1− exp(−pε)) dε
}
dp . (3.37)
Il momento del secondo ordine, definito (per piccoli ∆z, 〈∆E〉 ≈ 〈dEdz 〉∆z) da
M2(E,∆z) =
∫ (
∆E −
〈
dE
dz
〉
∆z
)2
Φ(E,∆E,∆z)d∆E , (3.38)
risulta essere [5]
M2 = ξEmax
(
1− β
2
2
)
∝ ∆z . (3.39)
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Si confronti ora la definizione di M2 con ∆zD(E):
∆zD(E) =M2 −
∫ [(〈
dE
dz
〉
∆z
)2
− 2
〈
dE
dz
〉
∆z∆E
]
Φ(E,∆E,∆z)d∆E
=M2 −
(〈
dE
dz
〉
∆z
)2
+ 2
(〈
dE
dz
〉
∆z
)2
=M2 +
〈
dE
dz
〉2
∆z2 .
(3.40)
Nel limite di ∆z → 0, il secondo termine della (3.40) diventa trascurabile
rispetto al primo e quindi si giunge a determinare
D(E) =
4pie4NAv%γ2
A(1 + 2γme/mp + (me/mp)2)
(
1− β
2
2
)
. (3.41)
3.2.3 Integrazione numerica della Fokker-Planck
Individuati tutti gli elementi necessari alla scrittura compiuta della (3.8), e` pos-
sibile procedere all’integrazione numerica dell’equazione di convezione-diffusione.
Questo passaggio e` tutt’altro che banale, dal momento che l’equazione in que-
stione coinvolge le derivate parziali della funzione di distribuzione. La condi-
zione iniziale individuata, inoltre, costituisce una difficolta` ulteriore in vista di
un approccio numerico al problema, essendo, tra l’altro, ad essere rigorosi, una
distribuzione temperata cui non e` associata alcuna funzione. Si impongono,
percio`, alcuni accorgimenti per descrivere su di una griglia discreta la soluzione
della (3.8) nel senso delle distribuzioni nel modo piu` accurato compatibile con
gli strumenti di calcolo utilizzabili.
In un primo momento si e` pensato di approssimare la δ(E − E0) con una
gaussiana molto, ma non eccessivamente, piccata (nella fattispecie, e` stata scel-
ta una σ minima di 0.1 MeV): adottando configurazioni piu` estreme il rischio
di far divergere il rumore numerico marginale si faceva viepiu` tangibile. Questo
accorgimento sembra ampiamente giustificato da due motivazioni principali: in
primis, appare assai poco realistico che esista una qualche situazione fisica in
cui il fascio incidente sia strettamente monocromatico; in secondo luogo, anche
qualora – essenzialmente per motivi di ordine teorico – si volesse considerare
quest’ultima situazione, il termine diffusivo della Fokker-Planck porterebbe im-
mediatamente ad uno smussamento delle condizioni iniziali a z = 0. In termini
matematici, le soluzioni dell’equazione del calore sono di classe C∞ per ogni
t > t0. La scelta adottata e` risultata, peraltro, autoconsistente dal momento
che, assumendo come larghezza iniziale una σ pari a quella scelta, la f si e`
allargata rapidamente (nell’arco di pochi millimetri) di varie volte: il risultato
non sarebbe stato sostanzialmente diverso, quindi, se si fosse scelta una distri-
buzione iniziale sensibilmente piu` piccata. In alternativa, a conferma ulteriore
della ragionevolezza dell’assunzione adottata, si sono confrontate le f ottenute
facendo evolvere gaussiane iniziali con larghezze diverse (anche 1/4 di MeV)
fino alla stessa profondita` e lo scarto evidenziato tra di esse e` apparso minimo:
segno della stabilita` del metodo per piccole perturbazioni della FWHM iniziale.
Si ricordi, poi, che la presente discussione e` stata intesa originariamente allo
scopo della simulazione della situazione effettivamente realizzabile presso l’LNS,
dove i fasci di protoni hanno una larghezza specifica di circa 600 keV. E` sta-
to, percio`, sulla base di questo dato che si e` impostata la condizione iniziale
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per l’integrazione della Fokker-Planck; e tale valore e` stato adottato per tutta
la durata delle simulazioni che hanno portato alla maggior parte dei risultati
illustrati in questo capitolo, a meno di cambiarlo (insieme a quello relativo all’e-
nergia caratteristica e, occasionalmente, alla stessa specie chimica del bersaglio)
per poter confrontare i risultati del modello qui descritto con quelli rintracciabili
in letteratura.
Scelta quindi la condizione iniziale, e` stata presa in considerazione la dimen-
sione della griglia da utilizzare. La scelta e` caduta su un rettangolo di 1000
punti di lato nella dimensione della profondita` e 2000 nello spazio delle energie,
per un totale di 2 milioni di nodi. Il risultato dell’applicazione degli algoritmi di
MATLABr 7.1 su questa griglia e` sembrato sufficientemente attendibile e sta-
bile per infittimento dei nodi da evitare di appesantire i tempi simulativi (che si
sono quindi attestati attorno ai 15 minuti di esecuzione totale su un processore
Centrino da 2 GHz). I risultati sono riportati nelle figg. che seguono.
Figura 3.2: f(E, z)/N0 nell’intervallo [0, 65] MeV× [0, 3] cm.
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Dalla funzione di distribuzione del fascio e` possibile estrarre tutte le informazioni
di cui si necessita`. In primo luogo, mediando sull’energia, e` possibile determinare
l’energia media del fascio in funzione della profondita`:
〈E(z)〉 =
∫
Ef(E, z)dE , (3.42)
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Figura 3.3: f(E, z)/N0 in un contour plot nell’intervallo [0, 65] MeV× [0, 3] cm.
Figura 3.4: Sezioni f(E, z)/N0 per z fissati nell’intervallo [0, 65] MeV.
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da cui si ottiene l’andamento riportato in fig. 3.5. Nello stesso grafico e` riportato
il confronto con la curva che si sarebbe ottenuta utilizzando il primo metodo
discusso nel secondo paragrafo, quello che faceva riferimento all’equazione (3.1).
La differenza tra i due risultati si nota soprattutto nell’ultima parte della curva,
i.e. negli ultimi 5 MeV che il fascio perde in pochi millimetri. Questa differenza
si dimostrera` essenziale nel calcolo della corretta curva di Bragg.
Figura 3.5: 〈E(z)〉 nell’intervallo [0, 3] cm.
Parallelamente si puo` determinare la quantita` di protoni sottratti al fascio
per effetto delle interazioni nucleari. In quest’ottica e` necessario conoscere le
sezioni d’urto nucleari dei protoni su carbonio σCnucl(E) e ossigeno σ
O
nucl(E); le
parametrizzazioni usate (graficate in fig. 3.6) sono quelle di Wellish et al. [31].
In sostanza, per un dato nucleo bersaglio con N neutroni, Z > 5 protoni e
A = N+Z, la parametrizzazione valida ad alte energie data da Sihver et al. [25]
prevede, assegnati i parametri r0 e b0, una sezione
σ0nucl(E) = fcorr(E)pir
2
0 logN
[
1 +A1/3 − b0
(
1−A−1/3
)]
, (3.43)
fcorr(E) =
1 + 0.15 exp(−E/MeV)
1 + 0.0007A
. (3.44)
Wellish et al. hanno modificato questa parametrizzazione, inserendo delle cor-
rezioni che la rendono valida nel range [6.8 MeV, 10] GeV:
σnucl(E) = f1(E,A) · f2(E,A)σ0nucl(E) . (3.45)
Note le σnucl, si puo` ricavare il numero di particelle che compongono il fascio
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Figura 3.6: σCnucl(E) e σ
O
nucl(E) nell’intervallo [0, 100] MeV.
Figura 3.7: N0 −N(z) nell’intervallo [0, 3] cm.
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ad ogni profondita` N(z) come soluzione dell’equazione
N ′(z) = −N(z)
(
nC
∫
σCnucl(E)f(E, z)dE + nO
∫
σOnucl(E)f(E, z)dE
)
(3.46)
(avendo indicato con nC e nO rispettivamente le densita` numeriche di carbonio
e ossigeno nel mezzo) con condizione iniziale N(0) = N0. In fig. 3.7 e` graficata
N0 −N(z) utilizzando l’integrazione numerica della (3.46).
Note 〈E〉(z) e N(z), la densita` di energia persa dal fascio per unita` di lun-
ghezza e per unita` di densita` del bersaglio, i.e. la dose D(z) (l’argomento serva
a distinguerla dal coefficiente di diffusione) rilasciata dal fascio, e` ricavabile
immediatamente come
D(z) = −1
%
d
dz
(N(z)〈E〉(z)) . (3.47)
In fig. 3.8 e` riportata %D(z)/N0, presente anche in fig. 3.9 (corrispondente alla
curva citata in legenda come ’Con straggling – Flusso variabile’) accanto all’a-
naloga curva di Bragg desumibile dalla trattazione in assenza di straggling e
alla curva della semplice d〈E〉(z)/dz (corrispondente alla curva di Bragg reale
se il flusso di particelle fosse costante). Risulta evidente dal confronto tra le
Figura 3.8: Curva di Bragg nell’intervallo [0, 3] cm. I cerchietti verdi indicano
i punti in cui l’energia residua dei protoni assume valori multipli di 5 MeV,
fino a un valore di 10 MeV; al di sotto di tale energia i triangoli rossi svolgono
un’analoga funzione per le energie multiple di 1 MeV.
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Figura 3.9: Curva di Bragg reale confrontata con le altre possibilita` piu`
semplicistiche a disposizione nell’intervallo [0, 3] cm.
curve che, mentre le predizioni sulla dose che tengono conto dello straggling sono
piuttosto simili tra loro (lo scarto non supera mai il 10%) e si differenziano solo
a causa del tasso di interazioni nucleari maggiore nel primo tratto (a energie
piu` alte – cfr. fig. 3.6) che conferisce alla curva di Bragg reale valori piu` alti
a piccole profondita` e minori a grandi z rispetto a quella che considera N(z)
costante, le differenze tra la trattazione con straggling e quella senza straggling
sono trascurabili fino a pochi millimetri dal massimo di D(z) (picco di Bragg)
e si fanno macroscopiche alle basse energie. Questa peculiarita` e` una diretta
conseguenza della perenne monocromaticita` del fascio in assenza di straggling,
che porta tutte le particelle a raggiungere l’energia a cui la curva di Ziegler ha
il massimo (peraltro molto piccato – cfr. fig. 3.1) alla stessa identica profon-
dita`. Il picco di Bragg desumibile dalla prima trattazione discussa nel secondo
paragrafo e`, percio`, molto piu` stretto rispetto a quello piu` realistico calcolato
tenendo conto della diffusione che, dilazionando le profondita` a cui le singole
particelle raggiungono il massimo rate di rilascio della loro energia, produce uno
spreading particolarmente evidente (si noti che in fig. 3.9 e` stata scelta una sca-
la logaritmica per le ordinate, onde evitare che il picco senza straggling uscisse
fuori scala).
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3.4 Calcolo delle attivita`
Come accennato nell’introduzione, tra le reazioni nucleari cui vanno incontro
i protoni del fascio vi sono quelle che portano alla produzione di isotopi β+-
emittenti. La densita` di questi prodotti e` ricavabile in perfetta analogia con
quanto scritto a proposito della determinazione di N(z) (cfr. eq. (3.46)):
dN
11C
12C
dz
(z) = N(z)nC
∫
σ12C→11C(E)f(E, z)dE (3.48)
dN
11C
16O
dz
(z) = N(z)nO
∫
σ16O→11C(E)f(E, z)dE (3.49)
dN
13N
16O
dz
(z) = N(z)nO
∫
σ16O→13N (E)f(E, z)dE (3.50)
dN
15O
16O
dz
(z) = N(z)nO
∫
σ16O→15O(E)f(E, z)dE (3.51)
I dettagli della necessaria determinazione delle sezioni d’urto sono descritti
nell’appendice; di seguito (fig. 3.10) vengono riportati i grafici derivanti dalle
integrazioni in (3.48)-(3.51).
Figura 3.10: Densita` di isotopi β+-emittenti nell’intervallo [0, 3] cm.
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La produzione totale di isotopi che ne emerge e` riportata in tabella 3.52.
Isotopo Quantita`
12C →11 C 7.5655 · 105
16O →15 O 2.2819 · 105
16O →13 N 1.2715 · 104
16O →11 C 3.1517 · 104
(3.52)
A seguire (fig. 3.11) si confrontano in un unico grafico (con ordinate arbi-
trarie) le curve di dose e isotopi: appare immediatamente chiaro che il picco di
Bragg coincide con la fine della produzione di nuclidi β+-emittenti, caratteri-
stica questa deducibile dalla soppressione delle sezioni d’urto nucleari a basse
energie riportata nelle figg. in appendice A (per considerazioni piu` dettagliate
cfr. par. 3.7).
Figura 3.11: Densita` di isotopi β+-emittenti e curva di Bragg normalizzate
nell’intervallo [0, 3] cm.
Se il rilascio della dose avviene uniformemente su un tempo T0, vi sara` una
prima fase in cui la densita` di isotopi tende ad aumentare sotto l’effetto del
borbardamento protonico; una volta passato T0, gli isotopi non ancora deca-
duti nella prima fase vanno incontro ad un abbattimento esponenziale del loro
numero col passare del tempo. La densita` di attivita` della i-esima specie di
isotopi (i = C,N,O) come funzione del tempo e della profondita`, obbeden-
do all’equazione differenziale in cui si traducono le precedenti considerazioni,
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soddisfa
%i(t, z) =
N ′i(z)
T0
×
 1− exp
(
− tτi
)
, t ≤ T0 ;
exp
(
−t
τi
)
·
[
exp
(
T0
τi
)
− 1
]
, t > T0 ,
(3.53)
avendo indicato con τi = T
1/2
i / log 2 il tempo scala di decadimento della i-esima
specie radioattiva (vedi tabella (2.4)). Sulla base di cio`, si puo` determinare la
densita` di attivita` totale in funzione di profondita` e tempo come
%tot(t, z) =
∑
i=C,N,O
%i(t, z) . (3.54)
Il risultato e` riportato in fig. 3.12.
Figura 3.12: Densita` di attivita` β+ nell’intervallo [0, 3] cm × [0, 600] s.
Integrando sulla profondita` la densita` di attivita` per avere l’attivita` totale
al variare del tempo, si ottiene il grafico riportato in fig. 3.13.
3.5 Spreading laterale
Le interazioni cui vanno incontro le particelle del fascio non hanno il solo effetto
di rallentarle o di produrre isotopi radioattivi: il fascio, anche se inizialmente
filiforme, si allarga in sezione a causa delle piccole componenti random della
velocita` impresse dagli urti coulombiani alle particelle trasversalmente alla loro
direzione di moto media. E` d’uso nel calcolo dell’evoluzione dei pennelli proto-
nici per fini clinici studiare il problema fattorizzando le grandezze a dipendenza
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Figura 3.13: Attivita` β+ totale nell’intervallo [0, 600] s.
tridimensionale in un fattore assiale e un termine di spreading laterale. Que-
st’approssimazione ha i suoi limiti principalmente in corrispondenza del picco
di Bragg, laddove interviene un forte accoppiamento tra lo scattering laterale
delle particelle e la loro perdita di energia; tuttavia, il range particolarmente
ridotto delle particelle a queste energie fa s`ı che vi siano scarti trascurabili tra
le evidenze del mondo reale e i risultati di questa trattazione approssimata.
Un modello valido per il termine di spreading laterale considera una distri-
buzione gaussiana nella variabile trasversa r data da
L(z, r, E0) =
1
2piσ2(E(z,E0))
exp
(
−1
2
(
r
σ(E(z,E0))
)2)
. (3.55)
La larghezza σ e` determinabile nell’approssimazione non relativistica di Hi-
ghland (derivante dalla teoria di Moliere) da
σ2(E(z,E0))[cm2] = (14.1)2[MeV 2]
(
1 +
1
9
log10
(
z
LR
))2
×
1
4
∫ z
0
dt
(
z − t
E(t, E0)
)2 1
LR
. (3.56)
La dipendenza dell’allargamento dal materiale e` inclusa nella lunghezza di ra-
diazione LR (in questa sede espressa sempre in unita` di g/cm2), che per un
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materiale composto puo` essere calcolata come
LR =
%m ·∑
j
wj/L
j
R
−1 . (3.57)
Qui j scandisce gli elementi che compongono il materiale, wj ne indica le frazioni
in massa e LjR rappresenta la lunghezza di radiazione del j-esimo elemento,
calcolabile come [26]
1/LjR = 4αr
2
e
NA
Aj
(Z2j [L
j
rad − f(Zj)] + ZjL′jrad) ; (3.58)
Nella (3.58) α ≈ 1/137 e` la costante di struttura fine; a = αZ;
f(Z) = a2[(1 + a2)−1 + 0.20206− 0.0369a2 + 0.0083a4 − 0.002a6] ; (3.59)
Lrad ed L′rad sono valori numerici riassunti in tabella (3.60) per ogni elemento:
Elemento Z Lrad L′rad
H 1 5.31 6.144
He 2 4.79 5.621
Li 3 4.74 5.805
Be 4 4.71 5.924
Altri > 4 ln
(
184.15Z−1/3
)
ln
(
1194Z−2/3
)
(3.60)
3.6 Pennello iniziale
Il fascio incidente sul fantoccio, in realta`, non ha una dimensione trasversa
infinitesima, bens`ı e` caratterizzato da una distribuzione a simmetria assiale
ρ2D(x, y) = ρ
(√
x2 + y2
)
(3.61)
tale che ∫ +∞
0
2pirρ(r)dr = N0 . (3.62)
In particolare, vi e` una regione vicina all’asse della dimensione radiale caratte-
ristica individuata dalla FWHM ∼ 1.25 cm della distribuzione in cui questa
e` praticamente omogenea; allontanandosi dal centro si incontra, poi, un anel-
lo dello spessore caratteristico ∆R90−10 ∼ 1 mm in cui la distribuzione passa
rapidamente dal 90% al 10% del suo massimo e infine la regione piu` esterna
(r & FWHM) in cui la densita` di particelle e` praticamente nulla.
Come parametrizzazione del pennello e` stata scelta una famiglia biparame-
trica (in µ e ν) di curve
ρ(r) = N0
[
1− exp (−µr )2]ν∫ +∞
0
2pit
[
1− exp (−µt )2]ν dt . (3.63)
La scelta e` caduta su questo tipo di funzione grazie alle sue proprieta` di non-
analiticita` (nel senso di non aderenza globale della funzione al suo sviluppo in
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serie di Taylor) in r = 0 (si ricorda che il suo sviluppo di Taylor in r = 0 e`
ρ(r) = 1). Questo aspetto conferisce alla ρ di (3.63) una piattezza nelle regioni
centrali del fascio difficilmente parametrizzabile in altro modo in una forma
analiticamente (questa volta nel senso di scrittura algebrica elementare) chiusa.
Inizialmente si e` individuato il particolare valore di ν che fornisce il corretto
rapporto ∆R90−10/FWHM invertendo per interpolazione numerica la funzione
∆R90−10
FWHM
(ν) =
√
− log−1
[
1− ( 110)1/ν]−√− log−1 [1− ( 910)1/ν]√
− log−1
[
1− ( 12)1/ν] ; (3.64)
in seguito, una volta ricavato, quindi, ν
(
∆R90−10
FWHM
)
, e` stato possibile impostare
la corretta dimensione del fascio agendo sul parametro di scala µ:
µ (FWHM,∆R90−10) = FWHM
√√√√− log [1− (1
2
)1/ν]
. (3.65)
Il risultato di questo studio e` riportato graficamente in fig. 3.14.
Figura 3.14: Distribuzione trasversa del fascio ρ(x, y)/N0.
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3.7 Composizione del mosaico e Risultati
Una volta discussi separatamente e in dettaglio i vari aspetti del problema, non
resta che mettere insieme i tasselli e ricomporre il mosaico.
Ricapitolando, nei paragrafi 3.3 e 3.4 sono state calcolate rispettivamente
le densita` assiali di dose (curva di Bragg) e isotopi; nel quinto paragrafo si
e` mostrato come in realta` sia necessario considerare in forma fattorizzata un
termine di spreading laterale per il fascio filiforme incidente; infine, nell’ultimo
paragrafo, e` stata presa in considerazione la distribuzione trasversa del fascio
incidente che, quindi, d’ora in poi, va considerato come un insieme infinito di
fasci filiformi (i.e. di sezione infinitesima).
In questo settimo e ultimo paragrafo si ricaveranno le distribuzioni tridi-
mensionali di dose e isotopi (nella fattorizzazione dei termini assiali ricavati
nei paragrafi 3.3 e 3.4 e del termine di allargamento laterale del par. 3.5) inte-
grando sulla distribuzione ρ del par. 3.6 dei cilindri di fascio infinitesimi. Nella
fattispecie, per la distribuzione di dose si ha
D3D(r, z) =
∫ +∞
−∞
dx
∫ +∞
−∞
dyρ
(√
x2 + y2
)
D(z)
exp
(
− 12 (x−r)
2+y2
σ2(E(z,E0))
)
2piσ2(E(z,E0))
(3.66)
e, analogamente, per le distribuzioni di isotopi i
dNi
dV
(r, z) =
∫ +∞
−∞
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∫ +∞
−∞
dyρ
(√
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) dNi
dz
(z)
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(
− 12 (x−r)
2+y2
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)
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.
(3.67)
Di seguito si riportano i risultati per ciascuna grandezza in due grafici distinti:
il primo a sviluppo tridimensionale e il secondo in forma di contour plot.
Si impongono alcune considerazioni generali sui grafici ricavati. Innanzitut-
to, confrontando le superfici di dose con quelle di isotopi e` immediato rilevare
la correlazione pressoche´ totale tra gli sviluppi trasversi delle due grandezze in
questione; in particolare, si nota la coincidenza delle rispettive FWHM nella
dimensione radiale ad ogni fissata profondita`.
In secondo luogo, con particolare riferimento alla fig. 3.11, ognuna delle curve
di attivita` va incontro ad un abbattimento della produzione di isotopi in corri-
spondenza dell’inizio del picco di Bragg. Questa lettura del fenomeno e` confor-
tata dall’andamento delle sezioni d’urto riportate in figg. A.1-A.4: ricordando
come le quattro reazioni nucleari esplicitamente studiate siano dei processi a
soglia, e` evidente che per piccole energie, ovvero in corrispondenza del picco di
Bragg (cfr. i punti sovrapposti alla curva in fig. 3.8), le sezioni d’urto sono iden-
ticamente nulle. Volendo rendere piu` quantitativa questa valutazione, da una
stima della localizzazione del punto in cui si ha un abbattimento del 50% della
densita` di isotopi prodotti si ottiene una distanza (praticamente identica per le
curve relative alle due reazioni decisamente dominanti) di ≈ 5 mm di questo
dal picco di Bragg. In alternativa, puo` essere utile considerare il primo punto
in cui la dose raggiunge il 50% del suo valore massimo come “inizio” del picco
di Bragg; in questo schema, quindi, la distanza dell’abbattimento degli isotopi
dal principio del rilascio massiccio della dose e` dell’ordine del millimetro.
Un’ultima considerazione che puo` essere interessante rilevare riguarda l’an-
damento “incerto” delle curve degli isotopi, particolarmente evidente per il 11C
prodotto dal carbonio e per l’15O (in quest’ultimo caso, addirittura, vi sono due
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Figura 3.15: Distribuzione tridimensionale di dose D3D(r, z) nell’intervallo [0, 1]
cm × [0, 3] cm.
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Figura 3.16: Distribuzione tridimensionale di isotopi
dN
11C
12C
dV (r, z) nell’intervallo
[0, 1] cm × [0, 3] cm.
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Figura 3.17: Distribuzione tridimensionale di isotopi
dN
15O
16O
dV (r, z) nell’intervallo
[0, 1] cm × [0, 3] cm.
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Figura 3.18: Distribuzione tridimensionale di isotopi
dN
13N
16O
dV (r, z) nell’intervallo
[0, 1] cm × [0, 3] cm.
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Figura 3.19: Distribuzione tridimensionale di isotopi
dN
11C
16O
dV (r, z) nell’intervallo
[0, 1] cm × [0, 3] cm.
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massimi relativi della densita`). Alla base di questo fenomeno vi e` l’andamento
analogamente incerto delle sezioni d’urto per quei processi (v. figg. A.1-A.4).
Non e` chiaro se queste flessuosita` rispecchino realisticamente la natura delle in-
terazioni in questione, e il motivo e` legato alla precisione non sempre soddisfa-
cente con cui sono state misurate sperimentalmente queste grandezze, unita alla
quantita` limitata di punti disponibili nel range di energie di interesse (quest’ul-
timo aspetto e` rilevante soprattutto per la reazione che porta alla produzione
dell’15O). Tuttavia, per una disamina piu` accurata di queste problematiche si
rimanda nella parte conclusiva del seguente paragrafo.
3.8 Discussione
Il modello analitico sviluppato, sebbene giustificato sulla base di dettagliate
motivazioni teoriche, non e` stato ancora dimostrato essere coerente con i risultati
sperimentali reperibili in letteratura; inoltre si crede possa essere interessante
un confronto con i risultati di altri modelli simulativi prodotti da altri gruppi
di ricerca. Sara`, quindi, questo l’oggetto del presente paragrafo.
Va subito notato che, essenzialmente, la letteratura, tra gli oggetti di questa
ricerca, finora offre risultati quasi solo nel settore del calcolo delle curve di
dose; molto meno investigato e` il problema del profilo di attivita`. Si partira`,
quindi – non solo per spirito di consequenzialita` logica, ma anche per il rapporto
altamente sbilanciato di articoli che trattano di ciascuno dei due argomenti – con
la verifica dei risultati relativi al rilascio della dose e, solo in seguito, si accennera`
al problema dell’attivita`. D’altronde, va notato sin d’ora che la scarsita` di
elementi di confronto per la produzione di isotopi non e` un problema cos`ı grave:
nella misura in cui si attribuisce attendibilita` alle sezioni d’urto – si noti bene
– sperimentali per le interazioni nucleari esaminate, va da se´ che una corretta
analisi dell’andamento dell’energia del fascio nel bersaglio portera`, senza alcuna
difficolta` concettuale cos`ı grande da richiedere una conferma sperimentale, ad
una previsione dei profili di attivita` altrettanto attendibile.
Uno degli aspetti piu` verificati concernenti le modalita` del rilascio della dose
e` rappresentato dalla relazione tra la posizione del picco di Bragg R e l’energia
iniziale del fascio [7, 19]. Tale relazione e` data con ottima approssimazione da
una legge a potenza
R ∝ Ep0 , (3.68)
con p ≈ 1.8 nel regime di Evans-Raju (10 MeV. E0 .250 MeV). In questo ca-
so, facendo riferimento alle considerazioni espresse in merito agli accorgimenti
utilizzati per l’integrazione dell’equazione di Fokker-Planck, si e` scelto, per esi-
genza di massima generalita`, di usare una larghezza in energia per la condizione
iniziale della funzione di distribuzione pari al valore minimo di 0.162 · E0. Per
verificare la (3.68) e il valore di p si sono considerati i valori di E0 tra 20 e 90
MeV a intervalli di 10 MeV. Il risultato grafico e` riportato in fig. 3.20. Fittando
le profondita` dei picchi di Bragg cos`ı ricavati al variare della legge a potenza
che li lega alle rispettive energie iniziali, il risultato che si e` ottenuto per p e`
≈ 1.80087 e l’aderenza del fit ai punti simulati puo` essere evinta dalla fig. 3.21.
L’ottimo accordo fra le due serie di dati rappresenta un test di validita` del mo-
dello estremamente rilevante. Quello che e` stato possibile riprodurre e` una legge
di scala che trascende le modalita` con cui si ottengono particolari risultati in altri
contesti fisici sulla base di considerazioni puramente dimensionali: l’indice non
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Figura 3.20: Curve di Bragg per fasci di protoni di diverse energie iniziali.
Figura 3.21: Posizione del picco di Bragg in funzione dell’energia iniziale.
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intero p che si e` ritrovato non deriva banalmente il suo valore atteso da calcoli
di natura analitica, bens`ı rappresenta un’estrapolazione fenomenologica appros-
simata di dati sperimentali; ci fossero errori o pecche nel modello sviluppato,
sarebbe, quindi, alquanto improbabile una simile coincidenza di andamento con
l’esperienza.
Per avere una conferma piu` stringente delle previsioni ricavabili dalle simu-
lazioni, sarebbe opportuno determinare l’offset della retta che rappresenta in
coordinate logaritmiche la (3.68). Non essendo, tuttavia, cos`ı diretto ottenere
dalla letteratura elementi di raffronto per questa quantita`, e` stata praticata una
via alternativa che consiste nel calcolare la posizione del picco di Bragg per fasci
di protoni studiati da altri gruppi di ricerca.
Il primo lavoro simile a questo per scopi e` stato condotto da Oelfke et al.
nel 1995 [15] utilizzando un modello analitico basato sull’approccio pencil beam.
La posizione del picco da loro prevista per un fascio di 62 MeV su un fantoccio
di PMMA e` esprimibile in termini di una profondita` di ≈ 2.7 cm, compatibile,
entro l’ordine di indeterminazione della rilevazione effettuata sul loro grafico,
con quella di ≈ 2.74 cm prevista in questa sede. Una analoga compatibilita` si
nota nel caso di un fascio di protoni di 70 MeV studiato da Parodi et al. nel
2000 [17] con il pacchetto per simulazioni Monte Carlo, FLUKA: la previsione
di ≈ 3.44 cm del modello si sovrappone alla loro simulazione Monte Carlo che
porta a ≈ 3.4 cm.
Al di la` di tutto, tuttavia, quello che sembra il test piu` rilevante, si puo`
ottenere dal confronto con la curva di Bragg sperimentale. A questo scopo i
dati di Catania per un fascio di protoni di 60 MeV incidente su un fantoccio
di acqua sono stati sovrapposti graficamente alla curva analoga simulata per
le stesse condizioni iniziali. Piu` in particolare [6], queste misure sono state
effettuate con una camera a ionizzazione a piani paralleli PTW 34045 Markus.
Il risultato del confronto, che sembra piuttosto eloquente, e` riportato in fig. 3.22.
Si noti come piccole discrepanze intervengano sull’offset del plateau iniziale
e nella rapidita` con cui la discesa dopo il picco di Bragg porta i protoni alla
termalizzazione. Un possibile bias nel confronto diretto delle curve che si pre-
sume conduca alla prima discrepanza potrebbe essere la naturale conseguenza
del diverso intervallo di campionamento tra la curva simulata e le misure spe-
rimentali. La maggior distanza tra le profondita` a cui sono state prese queste
ultime rispetto a quella (praticamente nulla) dei nodi adiacenti sulla griglia uti-
lizzata per l’integrazione della Fokker-Planck, infatti, porta inevitabilmente ad
una minore escursione tra i valori massimi e minimi campionati nel primo caso
rispetto al secondo (in termini piu` matematici, il sup e l’inf di una funzione
su un sottoinsieme del dominio di partenza sono rispettivamente minore e mag-
giore – non strettamente, s’intende – del sup e dell’inf originali). Da questo e`
lecito attendersi un errore sistematico che porta a sovrastimare le misure speri-
mentali del plateau iniziale (corrispondente al minimo della dose rilasciata) in
percentuale del massimo (picco di Bragg).
Per quanto riguarda la seconda discrepanza evidenziata dal grafico, e` op-
portuno ricordare che nella regione interessata le energie coinvolte rientrano nel
dominio particolarmente esposto alle incertezze della fenomenologia sul tasso di
perdita di energia per ionizzazione. Come non bastasse, a profondita` parago-
nabili al range dei protoni, la distanza sulla griglia dalla linea iniziale (corri-
spondente a z = 0) prossima – per costruzione – al massimo ha dato modo agli
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Figura 3.22: Curva di Bragg simulata e dati sperimentali in percentuale dei
rispettivi massimi.
errori numerici di propagarsi maggiormente, complice la notevole variabilita` del
potere frenante alle energie corrispondenti al picco di Bragg. Tutto questo fa s`ı
che il disaccordo osservato tra teoria ed esperienza sia – se non atteso – per lo
meno probabile.
Si conclude l’analisi dei risultati riportati con un cenno alle precedenti pre-
visioni sui profili di attivita`. Come gia` annunciato la letteratura in merito e`
particolarmente povera; i calcoli piu` accurati disponibili finora erano dichiarati
con un errore (effettivamente riscontrato sperimentalmente) del 30% e si rife-
riscono ad un fascio di 106 protoni di 70 MeV incidente su PMMA (Parodi et
al. [17]). Seguono i dati sulla produzione di isotopi da loro prevista a lato dei
valori ricavati col modello di questo lavoro.
Isotopo Quantita` Parodi Quantita` Modello Scarto
16O →15 O 3919 2959 32%
16O →13 N / 130 /
16O →11 C / 491 /
12C →11 C / 9615 /
11C totale 7595 10106 25%
(3.69)
Come preannunciato, la considerevole inattendibilita` dei dati reperiti in let-
teratura rende l’idea del fatto che la loro presenza in questa discussione deriva
piu` da un desiderio di esaustivita` che altro. La compatibilita` tra i due set di dati
riscontrata facendo semplicemente ricorso agli errori dichiarati per le simulazioni
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di FLUKA (vale a dire senza la necessita` di invocare congiuntamente l’intervallo
di fiducia con cui vengono fornite quelle qui condotte) e` s`ı interessante, ma certo
non sorprendente. In effetti, questo sembra una diretta conseguenza del fatto
che tali errori sono calcolati in [17] non dal confronto diretto con la quantita` di
isotopi misurata, ma con quella ottenibile utilizzando nel codice le sezioni d’ur-
to sperimentali al posto di quelle ricavabili dai modelli fenomenologici da loro
utilizzati (secondo l’approccio del precompound alla termalizzazione nucleare).
D’altronde, come anticipato all’inizio del paragrafo, i dati ottenuti con que-
sta simulazione analitica derivano per via piuttosto banale la loro plausibilita`
dall’attendibilita` delle misure sperimentali delle sezioni d’urto in (3.48)-(3.51)
congiunta alla validita` delle previsioni sull’andamento dell’energia in funzione
della profondita` (andamento, questo, riconducibile direttamente alla curva di
Bragg tramite semplice derivazione). Ora, se la bonta` della parametrizzazio-
ne di quest’ultimo andamento e` chiaramente riconoscibile nell’ottima incertezza
con cui e` fornita (inferiore all’1% nel range di energie coinvolte) [34], non e` cos`ı
banale quantificare la precisione delle sezioni d’urto. Queste, infatti, sono state
ottenute facendo ricorso a set di misure diversi per diversi range di energia per
uno stesso processo, e gli errori, all’interno di uno stesso set, possono essere
considerevoli (talvolta anche del 30%). Tuttavia, come illustrato nelle figg. A.1-
A.4, ai fini della trattazione analitica, si e` condotto un lavoro di fitting dei
punti sperimentali, in analogia con quanto descritto in [15]. Questo comporta
uno smussamento delle irregolarita` dei dati sperimentali che si presume possa
ridurre l’errore che si commette nella stima finale della distribuzione di attivita`.
In effetti, in [15] si riporta che lo scarto tra le misure sperimentali (relative, que-
sta volta, alla distribuzione dei decadimenti) e la previsione stimata a partire
da un fit simile delle sezioni d’urto e` inferiore al 10%.
Per capire l’origine di un simile abbattimento dello scarto (come si e` visto si
passa da un massimo di incertezza sulle sezioni d’urto del 30% ad un discrepanza
in termini di numero di isotopi inferiore al 10%) e` utile tenere in conto un
ulteriore elemento. Ai fini di una stima dell’incertezza delle previsioni un ruolo
importante e` giocato dal peso relativo che ognuna delle quattro reazioni nucleari
prese in considerazione ha in seno alla produzione di isotopi radioattivi. In
particolare, dalla tabella (3.52) si nota come circa i tre quarti dei decadimenti
occorsi nell’intervallo dell’osservazione PET siano da riferire alla produzione
di 11C a partire dal 12C. Questa, sia per la quantita` di punti sperimentali
disponibili (v. fig. A.1), sia per la precisione intrinseca di ognuno di essi, e` una
reazione molto ben studiata e conosciuta nel suo andamento reale. E`, quindi,
molto piu` rilevante il grado di precisione con cui si stima la sezione d’urto
per questa reazione rispetto alla misura dell’indeterminazione (che puo` essere
anche alta, come detto sopra) della stessa grandezza relativa, ad esempio, alla
produzione di 11C da 16O.
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Capitolo 4
Modellizzazione del
Tomografo PET &
Ricostruzione
Nel precedente capitolo e` stata ottenuta la distribuzione spaziale di isotopi β+-
emittenti. Come anticipato nell’introduzione, scopo di questa seconda parte del
lavoro e` la verifica vera e propria della fattibilita` delle analisi dosimetriche PET.
Un simile obiettivo e` perseguito simulando, sulla base delle previsioni del mo-
dello analitico descritto sopra, quello che un tomografo ad emissione di positroni
sarebbe in grado di osservare (primo paragrafo del capitolo) e quanto sarebbe
possibile ricostruire a partire dalle coincidenze da questo rilevate utilizzando un
adeguato algoritmo di ricostruzione dell’attivita` (secondo paragrafo). Quanto
poi si andra` a descrivere nelle conclusioni concerne le possibilita` di risalire a
partire dall’attivita` ricostruita al range dei protoni del fascio del cui passaggio
l’attivita` misurata e` stata un effetto. Quest’ultimo, com’e` possibile immaginare,
rappresenta il punto chiave dell’intero lavoro condotto: sara` infatti il confronto
tra il range dedotto in questo modo e quello “reale” simulato nel capitolo prece-
dente a dire in definitiva se e` fattibile, ed eventualmente con che attendibilita`,
usare a fini dosimetrici la PET nel contesto delle tecniche adroterapeutiche di
CATANA.
4.1 Simset
La simulazione delle rilevazioni del tomografo e` stata affidata ad un pacchetto
freeware, SimSET (Simulation System for Emission Tomography), scaricabile
dall’indirizzo http://depts.washington.edu/simset/downloads/. Si tratta di un
programma che utilizza tecniche Monte Carlo, quindi metodi di calcolo pro-
babilistici, per modellizzare i processi fisici coinvolti e la strumentazione usata
nell’imaging a emissione (sia PET che SPECT – Single Photon Emission Com-
puted Tomography). Rilasciato per la prima volta nel 1993, SimSET e` diventato
una risorsa importante per molti gruppi di ricerca nell’ambito della medicina
nucleare grazie, anche, ai continui aggiornamenti resi disponibili dalla University
of Washington Imaging Research Laboratory.
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4.1.1 Struttura del programma
Il software e` scritto in C e presenta un formato modulare, in cui ciascun mo-
dulo, configurabile dall’utente attraverso un apposito parameter file, tratta un
particolare aspetto della simulazione. In fig. 4.1 e` riportato un diagramma a
blocchi che illustra la decomposizione in domini di SimSET e le relazioni fra essi
esistenti.
Figura 4.1: Schema dei domini che compongono SimSET. Ogni sfera rappresenta
un dominio e le relazioni tra i domini sono rappresentate da linee continue. Le
frecce alle estremita` indicano le dipendenze.
Tra i cinque moduli presenti, quello centrale e` rappresentato dal PHG (Pho-
ton History Generator): a questo sta il compito di gestire i processi stocastici
alla base sia dell’emissione dei fotoni di decadimento che del loro trasporto nei
vari mezzi attenuanti fino al raggiungimento del collimatore o, qualora questo
non fosse presente, del rivelatore.
In input riceve la distribuzione di attivita` e quella attenuante del mezzo in
cui la prima e` posta. Attraverso l’utilizzo dell’Object Editor, l’utente ha l’oppor-
tunita` (avendo gia` scelto come campionare – in termini di slice e queste, a loro
volta, in voxel – il volume relativo all’oggetto da simulare) di definire sorgenti
radioattive di forma e composizione diverse; allo stesso modo, puo` implemen-
tare diverse geometrie di solidi e scegliere i materiali di cui sono costituiti fra
un’ampia gamma di composti. Alla ricezione di queste distribuzioni devono fare
seguito le scelte delle varie opzioni di simulazione, quali la tecnica di imaging
(PET o SPECT), il tempo di scansione del tomografo, il tipo di sorgente emet-
titrice (per la simulazione sia dell’effetto range dei positroni che della deviazione
dalla collinearita`), il seme randomico, etc.; da inserire sono anche i riferimenti
alle varie tabelle di dati (indici di attivita` e attenuazione, informazioni e indirizzi
intermodulari) necessarie per la simulazione. Gli output forniti comprendono,
invece, file binari contenenti tutta una serie di informazioni sui fotoni che rag-
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giungono il collimatore o direttamente il rivelatore: tra queste energia, angolo
di incidenza, etc.
Una nota descrittiva merita l’algoritmo utilizzato dal PHG per la modelliz-
zazione delle traiettorie dei fotoni; questo, nelle sue linee generali, puo` essere
riassunto in quattro punti:
1. Si fissa la direzione iniziale di volo del fotone;
2. Viene scelta la profondita` ottica
τ(xinteraz) ≡
∫ xinteraz
x0
dl
λm.f.p.(x)
=
∫ xinteraz
x0
n(x)σ(x)dl (4.1)
che il fotone attraversa prima di interagire per la prima volta (nella (4.1)
x0 e xinteraz indicano rispettivamente il punto di creazione e quello di
annichilazione del fotone, λm.f.p. il libero cammino medio, n la densita`
numerica di bersagli e σ la loro sezione d’urto);
3. La direzione e la τ vengono tradotte in termini di posizione fisica di inte-
razione. In questa fase entra in gioco la distribuzione di attivita` che si e`
impostata inizialmente;
4. Se il fotone attraversa il fantoccio simulato senza interagire e i criteri
di accettazione sono soddisfatti, la particella viene aggiunta alla Photon
History List. In caso contrario, vengono scelti un angolo di scattering e il
corrispondente valore di energia e riprende il ciclo di tracking.
Tramite la Photon History List il Collimator Module riceve i fotoni dal PHG
e ne descrive il trasporto attraverso il collimatore. Per le simulazioni SPECT, i
collimatori sono modellizzati usando funzioni di trasferimento geometriche [27] e
si puo` scegliere tra il collimatore a fori paralleli, quello a buchi convergenti (fan-
beam o cone-beam) e i collimatori pinhole. Per le simulazioni PET, invece, la
scelta ricade sui collimatori cilindrici e la simulazione avviene attraverso tecniche
Monte Carlo. Come per il PHG, anche il Collimator Module richiede da parte
dell’utente la definizione di un parameter file, all’interno del quale selezionare il
modello a cui si e` interessati, le sue caratteristiche geometriche e le opzioni di
simulazione.
Le caratteristiche geometriche del tomografo, nonche´ le indicazioni sul ma-
teriale scintillante di cui e` costituito, vengono, invece, specificate nel parameter
file del Detector Module. E` questo, infatti, il modulo che si occupa della mo-
dellizzazione del tomografo e della simulazione dei processi fisici a cui i fotoni
provenienti dal modulo precedente vanno incontro nell’interazione con il mate-
riale scintillante. SimSET modellizza sia rivelatori planari per SPECT che per
misure in coincidenza mentre la PET in geometria cilidrica e` ancora in fase di
convalidazione.
Il Binning module viene, infine, utilizzato per processare i fotoni e regi-
strarne i records. Nel relativo parameter file e` possibile specificare tutta una
serie di condizioni che si richiedono siano soddisfatte dai fotoni da memorizzare
nell’history file. Si ha quindi, per citarne qualcuna, la possilita` di fissare il range
di angolo di incidenza sulle superfici dei rilevatori, l’energia di soglia sui fotoni
che l`ı depositano energia, la struttura dei record nell’history file, etc.
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4.1.2 Test del prodotto e simulazione
Descritta per grandi linee la struttura del programma, si procede, ora, con un
resoconto dei risultati sia dei test effettuati per valutare in condizioni partico-
larmente semplici l’attendibilita` del codice, sia della simulazione del contesto
pertinente a questo lavoro. Nel fare questo si sacrifichera` il dettaglio degli
aspetti informatici e architetturali del pacchetto a vantaggio di una disamina
piu` scorrevole e diretta della fisica coinvolta.
Prima di effettuare i calcoli per un problema geometricamente non banale
quale e` quello descritto nel precedente capitolo, si e` scelto di verificare la plau-
sibilita` delle simulazioni condotte da SimSET implementando una geometria
piu` semplice, facilmente controllabile anche parallelamente per via analitica. A
questo scopo e` stata considerata una sorgente di attivita` β+ (11C) puntiforme e
immersa in una goccia d’acqua del raggio di due millimetri (necessaria per ter-
malizzare i positroni e farli annichilare, il tutto a breve distanza dall’origine).
A 8 cm di distanza e` stato collocato un rilevatore planare quadrato (con l’asse
passante per la sorgente) di BGO del lato di 10 cm e dello spessore di 2 cm; lo
spazio intermedio e` stato supposto vuoto. In una tale assenza di scattering dei
fotoni prodotti nell’annichilazione, ci si aspetta un’emissione isotropa di rag-
gi gamma, con delle linee di volo passanti in stretta prossimita` della sorgente.
Questo fa s`ı che la frazione di fotoni rilevati tra quelli generati nell’origine sia
pari, statisticamente, all’efficienza del rilevatore per la frazione di angolo solido
da questo coperto. Un simile calcolo e` facilmente praticabile per via analitica
conoscendo l’efficienza del cristallo (nelle condizioni descritte e` del 60% circa)
e facendo uso della formula di Van Oosterom e Strackee [28] per l’angolo solido
rispetto all’origine delle coordinate sotteso ad un triangolo con vertici in ~R1, ~R2
ed ~R3:
Ω = 2 arctan
det
(
~R1 ~R2 ~R3
)
| ~R1|| ~R2|| ~R3|+ ~R1 · ~R2| ~R3|+ ~R1 · ~R3| ~R2|+ ~R2 · ~R3| ~R1|
. (4.2)
Scomponendo il rilevatore quadrato in due triangoli rettangoli uniti per la co-
mune ipotenusa (una delle diagonali del quadrato), si ottiene un angolo solido
sotteso al quadrato di ∼ 9.063% · 4pi. Questo fornisce una stima piuttosto accu-
rata della frazione di fotoni emessi che un pacchetto di simulazioni attendibile
dovrebbe far incidere sullo scintillatore. In effetti, implementando in SimSET la
geometria descritta sopra e simulando l’annichilazione di 185.000 positroni (per
un totale di 370.000 gamma emessi), si ottiene che 33.574 fotoni raggiungono il
cristallo (corrispondente a ∼ 9.074% del totale) e di questi il 60.23% (20.223)
vengono rilevati (risultato in accordo con l’efficienza dello scintillatore). Si noti,
inoltre, come il disaccordo tra stime teoriche e risultati Monte Carlo sia sem-
pre entro i margini delle fluttuazioni poissoniane: il 2‰ sull’angolo solido e il
5‰ sull’efficienza.
Sulla scorta della positivita` di questi primi test condotti, si e` affrontato il
problema vero e proprio, con la riserva di controllare, quando possibile, i ri-
sultati delle simulazioni richieste. Quello che e` stato fatto, quindi, e` consistito
nell’implementare in SimSET due rivelatori quadrati di 10 cm di lato con la
distribuzione di attivita` (quella calcolata nel precedente capitolo) approssima-
tivamente al centro del campo di vista (v. fig. (4.2)). Per fare questo, quindi, si
e` scelto un sistema di coordinate con l’asse z lungo l’asse del tomografo, l’asse
4.1 Simset 75
x perpendicolare alle superfici dei rilevatori e l’origine equidistante dai centri di
questi. Si e`, poi, collocato il cilindro di PMMA alto 7 cm con l’asse lungo z e
la base colpita dal fascio a z = −1.5 cm.
Figura 4.2: Rappresentazione della geometria implementata in SimSET.
La distribuzione spaziale di attivita` λ(x, y, z) che si e` scelto di fornire come
input della simulazione e` stata calcolata integrando sulla durata della scansione
tomografica la distribuzione teorica gia` studiata nel capitolo precedente:
λ(x, y, z) =
∫ tf
ti
%3D(x, y, z, t)dt , (4.3)
dove, nella fattispecie, ti = 60 s, tf = 300 s e
%3D(x, y, z, t) ≡
∫ +∞
−∞
dx′
∫ +∞
−∞
dy′ρ
(√
x′2 + y′2
)
%tot(t, z)×
×
exp
(
− 12
(
x′−
√
x2+y2
)2
+y′2
σ2(E(z,E0))
)
2piσ2(E(z,E0))
(4.4)
(per la notazione si faccia riferimento alle (3.54) e (3.66)).
Ovviamente, la struttura voxelare dello spazio (cui corrispondono distribu-
zioni discrete di attivita` e attenuazione) modellizzata da SimSET ha fatto s`ı che
si sia scelto di sezionare la regione radioattiva in Vz = 20 slice (cfr. fig. 4.2), le
prime 19 delle quali della profondita` (lungo z) di ∆z = 1.5 mm ciascuna; l’ul-
tima, dovendo coprire la parte restante del cilindro di PMMA (sostanzialmente
inattiva) e` stata costruita dello spessore di 4.15 cm. Ogni slice, poi, e` stata
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Figura 4.3: Rappresentazioni planare e assiale dei decadimenti.
suddivisa in Vx = 20× Vy = 20 bin a base quadrata di lato ∆xy = 2.5 mm. Ad
ogni bin, individuato da tre indici ix, iy e 1 ≤ iz < 20, si e`, cos`ı, assegnato un
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valore di attivita` pari a
λixiyiz =
∫ xix+∆xy/2
xix−∆xy/2
dx
∫ yiy+∆xy/2
yiy−∆xy/2
dy
∫ ziz+∆z/2
ziz−∆z/2
dzλ(x, y, z) ; (4.5)
λixiy20 = 0 . (4.6)
In fig. 4.3 si riportano due rappresentazioni tridimensionali di questi calcoli da
due diversi punti di vista.
Figura 4.4: Distribuzioni dei conteggi sui pixel di un rilevatore in coincidenza.
Durante la simulazione sono stati tracciati i prodotti del decadimento di
2.477 · 105 isotopi β+-emittenti, col risultato di 9960 coincidenze rilevate. Nelle
figg. 4.4 e 4.5 si confrontano la distribuzione dei conteggi in coincidenza sui pixel
di uno dei due rilevatori con l’analoga distribuzione in singola. Emerge, come e`
intuitivamente lecito aspettarsi, che la prima di queste due e` piu` piccata al cen-
tro del rilevatore rispetto all’altra (caratterizzata da una certa uniformita`) nella
misura in cui la sorgente radioattiva e` spazialmente estesa attorno al centro del
tomografo. E`, ad esempio, evidente che, quando il punto di annichilazione e`
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piu` vicino ad uno dei due rilevatori, la richiesta di rilevare entrambi i fotoni fa
s`ı che il rilevatore piu` vicino possa essere raggiunto solo nella zona piu` centra-
le; questo fenomeno e` alla base della differente incidenza dei conteggi nei pixel
periferici sulle due distribuzioni e il fatto che una simile previsione venga ri-
prodotta simulativamente e` una conferma ulteriore della robustezza del modello
computazionale adottato.
Figura 4.5: Distribuzioni dei conteggi sui pixel di un rilevatore in singola.
Un ulteriore test che e` sembrato naturale condurre sulle LOR proposte da
SimSET ha previsto la loro rappresentazione grafica in proiezione sul piano x−z
(coincidente con la vista che avrebbe un osservatore localizzato sull’asse delle y
– cfr. fig. 4.6). Su base statistica (nel limite di un gran numero di coincidenze
rilevate) si puo` tentare di dare una risposta teorica alla domanda su quale do-
vrebbe essere l’inviluppo planare delle LOR viste nella proiezione in questione.
A questo scopo, sempre facendo riferimento alla fig. 4.6, si adotti l’approssima-
zione abbastanza ragionevole (almeno nel caso in questione) di considerare il
volume radioattivo come un cilindro delimitato dalle superfici su cui la densita`
spaziale di isotopi e` la meta` del suo valore massimale (generalizzazione al caso
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Figura 4.6: Proiezione sul piano x − z delle LOR generate da SimSET; vi
e` sovrapposta una rappresentazione schematica del tomografo e del cilindro
radioattivo (in rosso) all’interno del fantoccio di PMMA (in grigio).
tridimensionale del concetto di FWHM). Nello specifico, questo cilindro ha
l’asse lungo l’asse z, raggio 1.25 cm e del fantoccio di PMMA costituisce i primi
2.3 cm a partire dalla base inferiore di questo; in proiezione appare come un ret-
tangolo (rosso, in fig. 4.6) all’interno di quello piu` grande (grigio) raffigurante
il fantoccio. In questo schema appare evidente che le LOR (la cui quantita` non
permette che si distinguano singolarmente) devono essere incluse nella clessidra
(costruita in rosso in fig. 4.6) che si ottiene tracciando per ogni vertice del rettan-
golo radioattivo un segmento che lo congiunge al margine (superiore per i vertici
superiori e inferiore per quelli inferiori) dello scintillatore opposto. Il senso di
questa costruzione risiede nel fatto che essa ricalca le traiettorie spazialmente
estreme che i fotoni possono percorrere muovendo dal cilindro verso il rilevatore
(ovviamente sotto l’assunzione che non vi siano ne´ scattering, ne´ deviazioni dal-
la collinearita`, ne´ effetto range). Il notevole riscontro nei dati simulati di questa
predizione giunge ad ulteriore rassicurazione circa l’attendibilita` dei risultati
forniti dal pacchetto che si andranno ad utilizzare nel seguito.
4.2 La ricostruzione
Ottenuto con la simulazione precedente un set di LOR che verosimilmente si puo`
raccogliere analizzando con un tomografo l’attivita` prevista col modello anali-
tico, si e` reso necessario tentare una ricostruzione della distribuzione λ(x, y, z)
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di radioisotopi che virtualmente hanno dato origine all’output di SimSET. A
questo scopo si e` utilizzato un algoritmo iterativo basato sulla teoria della mas-
simizzazione dell’aspettativa e descritto nelle sue linee statistiche nel primo sot-
toparagrafo; a seguire (secondo sottoparagrafo) si riportano i risultati ottenuti
corredati da una discussione preliminare, cui si intende faccia da complemento
la disamina del paragrafo conclusivo sul referto dell’unfolding.
4.2.1 Il modello iterativo
Nel paragrafo precedente dalla distribuzione spaziale teorica λ(x, y, z) dei deca-
dimenti occorsi durante la durata della scansione tomografica e` stato integrato il
set discreto di valori
{
λix,iy,iz
}
, d’ora in poi indicato genericamente come {λi}.
Si considerino, adesso, tutti i tubi (in realta`, parallelepipedi non necessa-
riamente retti) che si possono ottenere congiungendo con quattro segmenti i
vertici di uno qualsiasi dei pixel di una testa di scintillatori (identificato dagli
indici yL, zL) con i vertici di un qualsiasi pixel della testa opposta (identificato
analogamente dagli indici yR, zR). In quest’operazione di congiungimento si usi
l’unica, ovvia, convenzione di unire il vertice della testa sinistra con y e z minori
con quello della testa destra caratterizzato a sua volta da y e z minori, il vertice
sinistro con y minore e z maggiore con quello destro caratterizzato da y minore e
z maggiore, e cos`ı via. Il numero di tubi sara` dato, ovviamente, da L4 e ogni tu-
bo sara` identificato da un elemento dell’insieme di quaterne {{yL, zL, yR, zR}},
quest’ultimo d’ora in avanti indicato con {j}.
Sia
{
n∗j
}
la distribuzione di coincidenze effettivamente conteggiate per ogni
tubo (nella logica di questo lavoro di tesi, la distribuzione ottenuta con SimSET)
e pij la probabilita` che una coppia di fotoni emessi dal voxel i-esimo vengano
rilevati nel tubo j-esimo. Ovviamente la probabilita` pi che una coppia emessa
dal voxel i-esimo venga rilevata in uno qualsiasi dei tubi e` data da
pi =
∑
j
pij . (4.7)
Indicando con nij il numero di coppie effettivamente emesse dal voxel i-
esimo e rilevate nel tubo j-esimo, {nij} risulta un set di variabili poissoniane
linearmente indipendenti, per ognuna delle quali si ha
λij ≡ 〈nij〉 = λi · pij . (4.8)
Con questa scelta piuttosto opportuna dei simboli, il numero totale dei fotoni
emessi dal voxel i-esimo e`
ni =
∑
j
nij , (4.9)
mentre, invece,
n∗j =
∑
i
nij . (4.10)
Tra tutti i conteggi registrati per il tubo j-esimo, la frazione dovuta al pixel
i-esimo e`
λij∑
i λij
, (4.11)
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da cui, utilizzando per il secondo passaggio la (4.8), si giunge all’importante
risultato:
nij = n∗j ·
λij∑
i λij
= n∗j ·
λi · pij∑
i λi · pij
. (4.12)
Volendo ricostruire la distribuzione che piu` verosimilmente ha dato origine
alle rivelazioni simulate con SimSET, e` evidente che il concetto chiave e` la
probabilita` condizionata P (n∗|λ) di ottenere le misure
{
n∗j
}
a partire da una
qualche attivita` (incognita) {λi}. Allo scopo di determinarla, si consideri la
probabilita` Pij di avere nij conteggi nel j-esimo tubo provenienti dall’i-esimo
voxel; in virtu` della natura poissoniana di questa distribuzione (con media λij),
si ha
Pij = exp (−λij)
λ
nij
ij
nij !
. (4.13)
Dall’indipendenza statistica di ogni conteggio nij relativo ad ogni coppia (voxel,
tubo) dagli altri, si ottiene, in primo luogo, che la probabilita` Pi che, fissato
un voxel i, i fotoni da l`ı emessi si ripartiscano negli L4 tubi esattamente come
previsto dagli {nij} e` data da
Pi =
∏
j
Pij =
∏
j
exp (−λij)
λ
nij
ij
nij !
; (4.14)
in secondo luogo, l’estensione del ragionamento a tutti i voxel porta a determi-
nare la probabilita` P ({nij}) che la distribuzione {nij} sia valida non solo per un
fissato voxel e tutti i tubi, ma congiuntamente per ogni possibile combinazione
di i e j:
P ({nij}) =
∏
i
Pi =
∏
i,j
exp (−λij)
λ
nij
ij
nij !
. (4.15)
A questo punto, pero`, si noti come esistono diversi set {nij} perfettamente
ammissibili che conducono tramite la (4.10) allo stesso insieme di
{
n∗j
}
(con-
tenente, quest’ultimo, in definitiva le uniche quantita` direttamente misurabili);
per la precisione, per un fissato j0 cui corrisponde il conteggio n∗j0 , esistono
Cj0 =
(
n∗j0 + Vx · Vy · Vz − 1
)
!
n∗j0 ! · (Vx · Vy · Vz − 1)!
(4.16)
modi di scegliere gli nij che lo realizzano, per un totale di C =
∏
j Cj set
{nij} compatibili con il
{
n∗j
}
misurato. Dal momento che la quantita` su cui si
hanno informazioni e` solo
{
n∗j
}
, quindi, e` necessario utilizzare una scrittura che
rimuova le ambiguita` e riporti la dipendenza delle probabilita` in questione dalle
grandezze note. La probabilita` che, assegnate le incognite {λi} e le probabilita`
teoriche {pij} (da cui e` possibile ricavare le medie {λij} tramite la (4.8)), si
verifichi uno qualunque dei C eventi disgiunti – corrispondente, percio`, alla
probabilita` che si ottenga la misura
{
n∗j
}
– e`, quindi, data da
L(λ) = P (n∗|λ) =
∑
{{nij}:∀j,∑i nij=n∗j}
∏
i,j
exp (−λij)
λ
nij
ij
nij !
. (4.17)
82 Modellizzazione del Tomografo PET & Ricostruzione
La (4.17) rappresenta, come anticipato, il punto chiave della discussione:
l’essenza stessa del metodo di ricostruzione della massima aspettativa altro non
e` che la ricerca della distribuzione di attivita`
{
λMi
}
che massimizza L(λ). A
questo scopo, Shepp e Vardi [23] hanno studiato la derivata di L(λ), giungendo,
tra l’altro, a dimostrare che tutti i punti stazionari di questa funzione sono dei
massimi relativi. Il risultato piu` importante del loro lavoro, tuttavia, e` rappre-
sentato dal procedimento iterativo che genera una successione di distribuzioni
{λni } convergenti alla soluzione del problema
{
λMi
}
. Nel loro schema, ogni
nuovo λni e` dato dal precedente da:
λni =
λn−1i
pi
·
∑
j
n∗j · pij∑
i′ λ
n−1
i′ · pi′j
. (4.18)
Si impongono alcuni commenti a riguardo della (4.18):
• rispetto alla successione {λni } la probabilita` L(λ) soddisfa un utile criterio
di monotonia:
P (n∗|λn) ≥ P (n∗|λn−1) ∀n > 1 ; (4.19)
• e` soddisfatta la coerenza interna del numero dei conteggi:∑
i
λni · pi =
∑
j
n∗j ; (4.20)
• ogni iterazione e` semi-definita positiva: λni ≥ 0 ∀i.
Inoltre – punto fondamentale – al momento di ricavare la (4.17), si e` ac-
cennato alla necessita` di conoscere le {pij}. In effetti, finora, non e` stata mai
trattata esplicitamente alcuna considerazione di natura geometrica sulle rela-
zioni tra la posizione reciproca di voxel e tubi e la probabilita` che un fotone
proveniente da uno dei primi venga rilevato in uno dei secondi. La questione,
evidentemente, va rintracciata nel calcolo delle {pij} che e` necessario condurre
preliminarmente all’applicazione dell’algoritmo ricorsivo. Nel fare questo, onde
evitare di imbarcarsi in ponderosi quanto spesso ridondanti calcoli e successive
loro memorizzazioni, e` utile tener presente le proprieta` di simmetria e radita`
della matrice pˆ: i numerosi zeri corrispondono a tutte le combinazioni di i e
j che fanno riferimento a tubi e voxel che non si intersecano; le simmetrie in
gioco, invece, meno semplici da classificare e riferire, possono essere immagina-
te in termini di tutte le riflessioni, rotazioni e traslazioni che non modificano
l’incidenza geometrica di alcuni determinati voxel nel contesto di altri specifici
tubi.
Premesso cio`, esistono fondamentalmente due metodi di solito utilizzati per
il calcolo delle {pij}: il primo le pondera sulla base del volume di intersezione
del voxel i-esimo col tubo j-esimo; il secondo, invece, adottato in questo lavoro,
fornisce una stima basata sull’angolo solido sotteso al pixel piu` lontano del tubo
j-esimo rispetto al centro del voxel i-esimo.
4.2.2 Risultati e discussione
Quanto trattato nel precedente sottoparagrafo illustra le basi concettuali del
codice che e` stato utilizzato per ricostruire la distribuzione di attivita` a partire
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dal set di LOR simulato da SimSET. Nello specifico, sono state effettuate 40
iterazioni dell’algoritmo ricorsivo. Si e` cos`ı ottenuta, a partire dalla distribuzione
di partenza (uniforme nel campo di vista del tomografo), una successione di
immagini (normalizzate ad un massimo di 256) che converge progressivamente
alla distribuzione ritenuta piu` probabile in base allo schema con cui e` stato
calcolato il set di {pij}.
Di seguito si riportano i risultati del processo di ricostruzione, con la con-
venzione di considerare l’origine del sistema di coordinate spostato di 1.5 cm
lungo l’asse delle z:
z → z + 1.5 cm. (4.21)
In questo modo sara` piu` facile confrontare nel paragrafo successivo i risultati
della ricostruzione con la distribuzione teorica del terzo capitolo usata come
input per SimSET.
Innanzitutto, per comprendere meglio le modalita` con cui l’algoritmo appros-
sima iterativamente la distribuzione asintotica, si osservino i grafici in fig. 4.7.
Le superfici in questione rappresentano le isopicne (superfici a densita` costan-
(a) Iterazione 1, livello 80. (b) Iterazione 2, livello 80.
(c) Iterazione 7, livello 80. (d) Iterazione 15, livello 80.
Figura 4.7: Evoluzione della stessa isopicna (livello 80) al variare delle iterazioni.
Si noti come la scala, differente in ogni immagine, sia stata scelta in modo da
focalizzare l’interesse sulla struttura su piccola scala delle superfici.
te) di decadimenti, ricavate dalla distribuzione tridimensionale ricostruita dal
codice; in sequenza sono riportate le isosuperfici relative ad uno stesso livel-
lo di densita` di attivita`1 al variare del numero di iterazioni. Si noti come, a
1E` bene far presente che nel corpo del testo si fa riferimento indifferentemente ai concetti
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Figura 4.8: Rappresentazioni planare e assiale dei decadimenti ricostruiti.
partire dalla prima iterazione (fig. 4.7(a)), in cui l’algoritmo propone come ini-
di livello di densita` di attivita` e livello di grigio. In realta`, ad essere piu` precisi, i due concetti
in generale non sono confondibili, in quanto l’algoritmo di ricostruzione potrebbe introdurre
una conversione non lineare tra l’attivita` che si ritiene piu` probabile e l’output numerico con
cui la si rappresenta. E` lecito attendersi che eventuali distorsioni inficino maggiormente le
regioni estreme del range di variabilita` delle due grandezze (in questo si e` assunto che vi sia
perlomeno una relazione monotona tra di esse). Per questo motivo sono stati selezionati, ai
fini di una rappresentazione grafica della densita` di isotopi, dei livelli intermedi (tra 60 e 120)
che giustificassero l’abuso di notazione che si e` consapevolmente adottato.
Inoltre, una simile scelta, permette di tradurre immediatamente le isopicne visualizzate in
termini di forma caratteristica della distribuzione di attivita`; un concetto analogo alla gia`
menzionata estensione tridimensionale della FWHM (v. fig. 4.6).
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ziale approssimazione della distribuzione una qualche forma di inviluppo delle
LOR (notevolmente esteso lungo la perpendicolare ai rilevatori), le successive
(figg. 4.7(b)-4.7(d)) rendano sempre meglio l’idea di un volume, localizzato at-
torno al centro del tomografo, di ampiezza lungo l’asse delle x decrescente ad
ogni iterazione.
In considerazione di questo effetto sensibile, si e` scelto, anche a costo di no-
tevoli tempi computazionali (circa 10 ore), di procedere fino alla 40° iterazione.
Il risultato e` riassunto graficamente nelle figg. 4.8-4.9.
Nella prima si riporta la distribuzione, cos`ı come ricostruita, nella stessa
forma adottata per la rappresentazione della λ originale in fig. 4.3.
Nella seconda si sfrutta lo stesso concetto illustrato a proposito della fig. 4.7
per rappresentare la ricostruzione in termini di quattro isosuperfici relative ad
altrettanti livelli, campionati uniformemente nell’intervallo 60-120.
(a) Iterazione 40, livello 60. (b) Iterazione 40, livello 80.
(c) Iterazione 40, livello 100. (d) Iterazione 40, livello 120.
Figura 4.9: Isopicne a livelli crescenti relative alla distribuzione della 40°
iterazione. Vale la considerazione sulle scale di fig. 4.7.
Quanto emerge e` una struttura delle dimensioni paragonabili a quelle attese
(soprattutto per quanto riguarda gli assi y e z – si veda il commento sul risul-
tato della prima iterazione). L’evidente deviazione di questa ricostruzione dalla
simmetria azimutale insita, invece, nella natura della distribuzione originale e`
da riferirsi, con ogni probabilita`, alla localizzazione da parti opposte lungo l’as-
se delle x rispetto all’origine dei due rivelatori. La rottura della simmetria e`,
quindi, una conseguenza dello specifico posizionamento del tomografo; probabil-
mente, ci fosse stata la possibilita` pratica di imporre all’algoritmo la presenza
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della simmetria attesa, il risultato sarebbe stato piu` congruo alle aspettative
senza, peraltro, che alcuna forzatura avesse in questo inficiato “l’onesta” del
processo ricostruttivo.
Di natura diversa e`, invece, la granularita` che si puo` notare sia nello scatter
plot tridimensionale (in termini della disomogeneita` dell’interno della distribu-
zione) che nelle rappresentazioni delle isopicne (in cui si nota una certa ricchez-
za di strutture su piccola scala: isole, punte, anfratti, etc.). Questo tipo di
discrepanze rispetto all’originale di fig. 4.3 va attribuito alle fluttuazioni legate
alla statistica dei decadimenti, evidentemente non sufficientemente elevata da
permettere una ricostruzione fedele.
4.3 Conclusioni
In quest’ultimo paragrafo si tirano le fila del discorso e si tenta di dare una
risposta alla domanda che dall’inizio ha mosso il lavoro di tesi circa la possibilita`
o meno di risalire, tramite la tomografia PET dell’attivita` β+ indotta da un
fascio di protoni, al range di questi all’interno del mezzo attraversato. Gli
elementi del confronto sono, come anticipato altrove, la distribuzione di attivita`
calcolata teoricamente nel terzo capitolo e quella ricostruita sulla base delle
LOR simulate da SimSET prendendo come input la prima.
L’idea che sottosta` al procedimento puo` essere riassunta in due punti fon-
damentali. In primo luogo, si considera la famiglia di curve di attivita` teoriche
parametrizzate dall’energia del fascio incidente di protoni e si ricerca, al variare
di questo parametro, la distribuzione che meglio approssima quella misurata
(vale a dire ricostruita, nello schema logico di questo lavoro). In seguito, l’e-
nergia cos`ı stimata viene utilizzata per risalire (tramite la curva di Bragg ad
essa associata) al range dei protoni che hanno dato vita all’attivita` ricostruita.
E´ questa l’energia che va confrontata – ai fini dello studio di fattibilita` della
dosimetria PET – con la E0 del terzo capitolo che, invece, si sa essere quella
propria del fascio in questione.
Per entrare nel dettaglio, si consideri la distribuzione assiale discreta dei
decadimenti λk(Ef ) che e` piu` probabile attendersi venga rilevata da un tomo-
grafo che osserva l’irraggiamento di un fantoccio tramite protoni di energia Ef .
Questa, in particolare, sara` data da
λk(Ef ) =
∫ zk+∆z/2
zk−∆z/2
M(z,Ef )dz , (4.22)
avendo indicato con M(z,Ef ) la convoluzione spaziale della distribuzione teo-
rica di decadimenti S(z,Ef ) (ricavabile come al terzo capitolo) con un nucleo
gaussiano regolarizzante R(z) di σ = 1 mm, per tener conto del blurring nella
risposta introdotto dal tomografo a causa della finitezza della sua risoluzione
spaziale (per la notazione si confronti la (3.54)):
M(z,Ef ) = S ∗R =
∫ +∞
0
(∫ tf
ti
%tot(t, z, Ef )dt
)
R(z − z′)dz′ . (4.23)
Si considerino, ora, i valori nk corrispondenti alle effettive misure tomogra-
fiche delle grandezze λk: “integrando” sui piani perpendicolari all’asse z la
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distribuzione tridimensionale discreta λ40ixiyiz ,
nk =
∑
ixiy
λ40ixiyk . (4.24)
Una volta normalizzati ad un massimo di 100 entrambi i set {λk(Ef )} ed {nk},
si puo` definire lo scarto tra le due distribuzioni in termini di norma l2 del vettore
differenza n − λ(Ef ). In quest’ottica il primo punto cui si faceva riferimento
all’inizio del paragrafo consiste nel cercare il valore di Ef che minimizza lo
scarto:
d ‖n− λ(E)‖
dE
∣∣∣∣
E=Ef
= 0 (4.25)
A questo scopo si e` adottato un metodo di ricerca dicotomico per trovare
lo zero dell’equazione precedente (ovviamente riscritta in termini di rappor-
to incrementale piccolo, ma finito). Il range in cui si e` cercato la soluzione e`
[40 MeV− 80 MeV]. Il risultato, dopo 7 iterazioni, e` Ef = 57.97 e il confronto
tra valori ricostruiti e fit e` riportato in fig. 4.10.
Figura 4.10: L’attivita` discreta ricostruita n e il suo fit λ(57.97 MeV).
Una volta nota l’energia piu` probabile che si puo` inferire dalle misure to-
mografiche per il fascio incidente, il modello sviluppato al precedente capitolo
permette di stimare un picco di Bragg ricostruito ad una profondita` di 2.4 cm,
di circa 3 mm inferiore a quella che in questa sede privilegiata si conoscere essere
la profondita` effettiva.
Questo risultato, pur essendo notevole, non e` ancora completo in quanto ca-
rente di una valutazione dell’incertezza che lo caratterizza. E` evidente che questo
88 Modellizzazione del Tomografo PET & Ricostruzione
aspetto importante e` tutt’altro che banale da affrontare in termini quantitativi.
Ricapitolando, per illustrare i termini del problema, si tratta di inventariare le
possibili fonti di errore che intervengono nel calcolo effettuato. Questo, a sua
volta, deriva dall’aver codificato l’informazione sull’attivita` sotto forma di un set
di LOR su cui successivamente si e` tentata una decodifica. La curva risultante e`
stata, infine, fittata con una famiglia di curve teoriche parametrizzate dal range
del fascio. In una simile situazione, le fonti di errore sono quelle tipicamente
legate alla perdita di informazione in un processo di codifica-decodifica.
Piu` nel dettaglio, nella fase di simulazione tomografica vi e` un primo blur-
ring legato alla pixelizzazione dei rivelatori cui segue immediatamente, nella
specificita` del prototipo descritto in questo lavoro, un abbattimento della riso-
luzione spaziale ad una lunghezza minima di 2 mm. Un’altra importante fonte
di artefatti e` costituita da tutta quella serie di effetti (effetto range, deviazione
dalla collinearita` e diffusione per scattering) discussi nel sottopar. 2.4.1. Inoltre,
anche la scelta di una particolare realizzazione finita del set di LOR all’interno
dell’ensamble di tutti i set possibili espone all’incidenza delle fluttuazioni stati-
stiche, cui e` associato un rumore aggiuntivo. Infine, un aspetto puramente legato
alla natura simulativa della presente trattazione e` quello riguardante eventuali
inesattezze o semplificazioni algoritmiche nell’implementazione dei processi im-
plicati nella fisica che porta dal decadimento degli isotopi alla rilevazione dei
fotoni nei rilevatori.
Un discorso analogo riguarda la fase di ricostruzione (decodifica) delle infor-
mazioni sull’attivita` contenute implicitamente nelle linee di risposta del tomo-
grafo. Qui il discorso sugli errori appare legato principalmente agli artifici che
possono derivare da imprecisioni o inaccuratezze occorse nel calcolo delle pij . Si
ricordi, infatti, come queste fossero, si badi, stimate in base a considerazioni che
si possono ritenere piu` o meno plausibili e non calcolate per via esatta (d’altron-
de un simile obiettivo, oltre ad essere ben al di la` di ogni ragionevole capacita` di
calcolo per quasi ogni set-up sperimentale realistico, sarebbe anche difficilmente
raggiungibile da un punto di vista teorico). Inoltre il gia` menzionato rischio
della non-linearita` dell’output porta ad un ulteriore distorsione dell’immagine
finale che si ricostruisce.
L’unfolding, infine, rappresenta un’ulteriore operazione di decodifica con,
associate, tutte le conseguenze del caso in merito agli errori che vengono intro-
dotti.
Tutte queste fonti di errore si sommano indipendentemente a dare una stima
del margine di incertezza associato alla profondita` del picco di Bragg calcolata
sopra. Si nota come, tolto il blurring caratteristico del tomografo, non e` stato
possibile indicare esattamente l’entita` di indeterminazione che ognuna delle altre
fonti di errore apporta. Tuttavia e` possibile immaginare che le altre incertezze
siano al piu` dello stesso ordine di grandezza di σ, motivo per cui, una volta
sommate in quadratura, ci si puo` aspettare portino ad un’indeterminazione
di circa 2 − 3 mm. Questa stima, tradotta in percentuale del risultato, ne
rappresenta circa il 10% e permette di considerare la profondita` a cui e` stato
ricostruito il picco compatibile con la posizione a priori nota su base teorica.
4.3.1 Prospettive
Il lavoro svolto, alla luce dell’analisi di cui sopra, offre la possibilita` di guardare
con un certo ottimismo alla linea di ricerca che si e` cercato di illustrare in questa
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tesi. Piu` esplicitamente, l’ultimo risultato esposto sembra dare una risposta
positiva alla domanda che ha mosso l’intero progetto di tesi, ovvero se fosse
fattibile o meno un approccio di tipo PET alla dosimetria nell’ambito della
protonterapia.
Un ambito su cui non si e` indagato per limiti di tempo e` rappresentato dall’e-
stensione delle problematiche affrontate in questa sede ai casi in cui e` necessario
considerare picchi di Bragg allargati (SOBP). In particolare si dovrebbe indagare
sull’efficienza “comunicativa” della nuova curva di attivita` nel dare informazioni
sul punto di inizio e fine del plateau massimo di dose.
Ovviamente, quanto studiato finora e` ristretto all’ambito simulativo e, di
conseguenza, soffre di quelle limitazioni legate alle ipotesi o assunzioni proprie
del modello. In particolare, la realta` difficilmente manifesta le proprieta` di sim-
metria che hanno fatto da contorno alla simulazione e le disomogeneita` dei tes-
suti biologici possono intervenire sull’attendibilita` delle previsioni dosimetriche
in maniera tanto piu` accentuata quanto piu` le peculiarita` rilevabili delle curve
di attivita` sono distanti dal picco di dose. Una volta dimostrato, quindi, che,
almeno da un punto di vista concettuale, non ci sono impedimenti macroscopici
alla dosimetria PET, diventa necessario condurre ulteriori test che confermino
questa ipotesi di fattibilita` su terreni sempre piu` impervi e, quindi, vicini alla
realta`. La strada che sembra aprirsi naturalmente, di conseguenza, e` quella del-
l’indagine sperimentale. In primo luogo e` il caso di verificare l’assoluta bonta`
delle previsioni teoriche sviluppate simulativamente con un set-up sperimentale
aderente a quanto implementato in questo lavoro. A seguire, il passo successivo
verso l’implementazione clinica sara` costituito dalla validazione del metodo in
presenza di bersagli disomogenei per densita` e composizione chimica.
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Appendice A
Le sezioni d’urto nucleari
Per il calcolo delle densita` degli isotopi e dell’attivita` si e` fatto riferimento
alle sezioni d’urto per le specifiche reazioni nucleari che portano alla produ-
zione degli isotopi β+-emittenti. Di seguito si riportano i grafici delle para-
metrizzazioni qui adottate a confronto con i punti sperimentali da cui sono
state calcolate. Questi ultimi sono stati reperiti presso il database “Experimen-
tal Nuclear Reaction Data (EXFOR/CSISRS)”, disponibile on-line alla pagina
http://www.nndc.bnl.gov/exfor.
Figura A.1: σ12C→11C(E) nell’intervallo [0, 70] MeV.
Un commento e` doveroso a proposito dei punti da cui e` stato interpolato
l’andamento della sezione d’urto per la produzione di azoto. Per questo pro-
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Figura A.2: σ16O→15O(E) nell’intervallo [0, 70] MeV.
cesso e` disponibile un lavoro in seno a “Nuclear Data Services” (http://www-
nds.iaea.org/), il cui risultato consiste appunto nei punti a distanza di 100 keV
l’uno dal successivo riportati in fig. A.3, che prende in considerazione 11 articoli
sperimentali e li riassume, dopo averne opportunamente processato le misure,
in un fit che gli autori considerano accettabile anche in prossimita` delle forti
risonanze. Di conseguenza si ritiene che l’accuratezza dei risultati ottenuti in
questa sede implementando questa sezione d’urto vada rivalutata alla luce di
una tale particolarita`.
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Figura A.3: σ16O→13N (E) nell’intervallo [0, 70] MeV.
Figura A.4: σ16O→11C(E) nell’intervallo [0, 70] MeV.
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Appendice B
Il sorgente MATLAB
prodotto
function pdex1
clear
global a x t u e0 xstep mpc2 mec2 rhoHnum rhoCnum rhoOnum NAvog
global TRilascioDose lefin
xstep=2000;
tstep=1000;
e0=62;
lzfin=3*(e0/62)^1.8;
lefin=65*e0/62;
x=linspace(0,lefin,xstep);
t=linspace(0,lzfin,tstep);
NAvog=6.023;
Nnucl=1.19*NAvog;
rhoAtom=Nnucl/(5/15*12+2/15*16+8/15);
rhoHnum=8/15*rhoAtom;
rhoCnum=5/15*rhoAtom;
rhoOnum=2/15*rhoAtom;
mpc2=938;
mec2=.511;
TRilascioDose=60;
VitaMedC=20.39*60/log(2);
VitaMedN=9.965*60/log(2);
VitaMedO=122.24/log(2);
a(1,1)=1.262;
a(1,2)=1.44;
a(1,3)=242.6;
a(1,4)=12000;
a(1,5)=0.1159;
a(1,6)=0.0005099;
a(1,7)=54360;
a(1,8)=-5.052;
a(1,9)=2.049;
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a(1,10)=-0.3044;
a(1,11)=0.01966;
a(1,12)=-0.0004659;
a(6,1)=2.631;
a(6,2)=2.989;
a(6,3)=1445;
a(6,4)=957.2;
a(6,5)=0.02819;
a(6,6)=0.003059;
a(6,7)=13220;
a(6,8)=-4.38;
a(6,9)=2.0440;
a(6,10)=-0.3283;
a(6,11)=0.02221;
a(6,12)=-0.0005417;
a(8,1)=2.652;
a(8,2)=3;
a(8,3)=1920;
a(8,4)=2000;
a(8,5)=0.0223;
a(8,6)=0.004079;
a(8,7)=10460;
a(8,8)=-6.734;
a(8,9)=3.019;
a(8,10)=-0.4748;
a(8,11)=0.03171;
a(8,12)=-0.0007669;
sol=pdepe(0,@pdex1pde,@pdex1ic,@pdex1bc,x,t);
[tws,yws]=ode45(@vdp2,[0 lzfin],[e0]);
u=sol(:,:,1);
integr=lefin/xstep*x*u’;
figure;
plot(tws,yws,t,integr);
title(’Energia media’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’E media (MeV)’);
xlim([0 lzfin])
legend(’Senza straggling’,’Con straggling’,1);
figure;
surf(x,t,u);
shading interp
colorbar
title(’Spettro f delle particelle (MeV^{-1})’);
xlabel(’Energia (MeV)’);
ylabel(’Profondita` z (cm)’);
ylim([0 lzfin])
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xlim([0 lefin])
figure;
plot(x,u(1,:),x,u(ceil(tstep/6),:),x,u(ceil(tstep/3),:),x, ...
u(ceil(tstep/2),:),x,u(ceil(tstep*2/3),:),x, ...
u(ceil(tstep*5/6),:));
title(’Spettro delle particelle’);
legend(’z=0 cm’,’z=’lzfin/6’ cm’,’z=’lzfin/3’ cm’,’z=’lzfin/2 ...
’ cm’,’z=’lzfin*2/3’ cm’,’z=’lzfin*5/6’ cm’,2);
ylabel(’f (MeV^{-1})’);
xlabel(’Energia (MeV)’);
xlim([0 lefin])
N0=10^6;
[t1,y1] = ode45(@vdp1,[0 lzfin],[N0]);
figure;
plot(t1,N0-y1)
title(’Interazioni nucleari fino alla profondita` z’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Interazioni’);
xlim([0 lzfin])
cs16O15O=interp1(1:2000,csvread(’cs16O15O.csv’), ...
linspace(1,2000*lefin/100,xstep));
cs16O13N=interp1(1:2000,csvread(’cs16O13N.csv’), ...
linspace(1,2000*lefin/100,xstep));
cs16O11C=interp1(1:2000,csvread(’cs16O11C.csv’), ...
linspace(1,2000*lefin/100,xstep));
cs12C11C=interp1(1:2000,csvread(’cs12C11C.csv’), ...
linspace(1,2000*lefin/100,xstep));
i=1:tstep;
att12C11C(i)=interp1(t1,y1,i/tstep*lzfin).*(cs12C11C*u’)* ...
lefin/xstep*rhoCnum/10^4;
att16O15O(i)=interp1(t1,y1,i/tstep*lzfin).*(cs16O15O*u’)* ...
lefin/xstep*rhoOnum/10^4;
att16O13N(i)=interp1(t1,y1,i/tstep*lzfin).*(cs16O13N*u’)* ...
lefin/xstep*rhoOnum/10^4;
att16O11C(i)=interp1(t1,y1,i/tstep*lzfin).*(cs16O11C*u’)* ...
lefin/xstep*rhoOnum/10^4;
Isotopi12C11C=sum(att12C11C)*lzfin/tstep
Isotopi16O11C=sum(att16O11C)*lzfin/tstep
Isotopi16O13N=sum(att16O13N)*lzfin/tstep
Isotopi16O15O=sum(att16O15O)*lzfin/tstep
figure;
plot(t,att12C11C,t,att16O15O,t,att16O13N,t,att16O11C);
title(’Isotopi \beta^+-emittenti’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
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ylabel(’Densita` assiale di isotopi prodotti (cm^{-1})’);
xlim([0 lzfin])
legend(’^{12}C\rightarrow^{11}C’,’^{16}O\rightarrow^{15}O’, ...
’^{16}O\rightarrow^{13}N’,’^{16}O\rightarrow^{11}C’,1);
for T=0:999
activ(T+1,:)=activity(T*3/5,VitaMedC,att12C11C+att16O11C)+ ...
activity(T*3/5,VitaMedN,att16O13N)+ ...
activity(T*3/5,VitaMedO,att16O15O);
end
figure;
surf(t,linspace(0,600,1000),activ)
shading interp
colorbar
title(’Densita` di attivita` (Bq cm^{-1})’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Tempo (s)’);
xlim([0 lzfin])
figure;
acttot=sum(activ,2)/tstep*lzfin;
plot(linspace(0,600,1000),acttot)
title(’Attivita` totale’);
xlabel(’Tempo (s)’);
ylabel(’Attivita` (Bq)’);
tInObs=60;
DurataObs=240;
DecadimDaSimul=sum(acttot(ceil(tInObs/600*1000-.5): ...
ceil((tInObs+DurataObs)/600*1000-.5)))*600/1000
i=1:(tstep-1);
bragg(i)=(integr(i)-integr(i+1))*tstep/lzfin;
braggtot(i)=(integr(i).*interp1(t1,y1,i*lzfin/tstep)- ...
integr(i+1).*interp1(t1,y1,lzfin/tstep*(i+1)))/N0*tstep/lzfin;
braggtotws(i)=(interp1(tws,yws,t(i),’spline’).*interp1(t1,y1, ...
i*lzfin/tstep)-interp1(tws,yws,t(i+1),’spline’).* ...
interp1(t1,y1,lzfin/tstep*(i+1)))/N0*tstep/lzfin;
fracEn=integr(1:tstep).*interp1(t1,y1,(1:tstep)*lzfin/tstep)/N0;
zSample=ceil(interp1(fracEn,1:tstep,10:5:60));
zSample2=ceil(interp1(fracEn,1:tstep,1:9));
figure;
plot(t,att12C11C/max(att12C11C),t,att16O15O/max(att12C11C), ...
t,att16O13N/max(att12C11C),t,att16O11C/max(att12C11C),t, ...
interp1(linspace(0,lzfin,tstep-1),braggtot,t)/max(braggtot));
title(’Isotopi e Curva di Bragg’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([0 1.1])
figure;
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plot(linspace(0,lzfin,tstep-1),braggtotws,linspace(0,lzfin, ...
tstep-1),bragg,linspace(0,lzfin,tstep-1),braggtot);
title(’Curva di Bragg’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’dE/dz (MeV/cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([0 max(bragg*1.2)])
legend(’Senza straggling - Flusso variabile’,’Con straggling’ ...
’ - Flusso costante’,’Con straggling - Flusso variabile’,2);
figure;
semilogy(linspace(0,lzfin,tstep-1),max(braggtotws,0.001), ...
linspace(0,lzfin,tstep-1),bragg,linspace(0,lzfin,tstep-1), ...
braggtot);
title(’Curva di Bragg’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’dE/dz (MeV/cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([5 max(braggtotws)+50])
grid on
legend(’Senza straggling - Flusso variabile’,’Con straggling’ ...
’ - Flusso costante’,’Con straggling - Flusso variabile’,2);
figure;
plot(linspace(0,lzfin,tstep-1),braggtot,zSample*lzfin/tstep, ...
braggtot(zSample),’o’,zSample2*lzfin/tstep, ...
braggtot(zSample2),’^’);
title(’Curva di Bragg’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’dE/dz (MeV/cm)’);
xlim([0 lzfin])
legend(’Curva di Bragg’,’\langle E \rangle residua multipla’ ...
’ di 5 MeV’,’\langle E \rangle residua multipla di 1 MeV’,2);
FWHMFascio=2.5;
Discesa=.15;
rFascio=FWHMFascio/2;
SpRes=200;
xgrid=linspace(-FWHMFascio,FWHMFascio,SpRes);
ygrid=xgrid;
wH=8/(5*12+2*16+8);
wC=5*12/(5*12+2*16+8);
wO=2*16/(5*12+2*16+8);
Lr=NAvog/Nnucl*716.408/(wH*(5.31-((1/137)^2*(1/(1+(1/137)^2)+ ...
.20206-.0369*(1/137)^2+.0083*(1/137)^4-.002*(1/137)^6))+ ...
6.144)+wC/12*(36*(log(184.15*6^(-1/3))-((6/137)^2*(1/(1+ ...
(6/137)^2)+.20206-.0369*(6/137)^2+.0083*(6/137)^4-.002* ...
(6/137)^6)))+6*log(1194*6^(-2/3)))+wO/16*(64*(log(184.15* ...
8^(-1/3))-((8/137)^2*(1/(1+(8/137)^2)+.20206-.0369*(8/ ...
137)^2+.0083*(8/137)^4-.002*(8/137)^6)))+8* ...
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log(1194*8^(-2/3))));
for z=1:tstep
zfis=(z-1)*lzfin/(tstep-1);
SigmaLat2med(z)=14.1^2*(1+1/9*log10(zfis/Lr+eps))^2/4/Lr* ...
sum(((zfis-(0:(z-1))*lzfin/(tstep-1))./(integr(1:z))) ...
.^2)*zfis/z;
end
campione=linspace(0,6,1000);
fcampione=(sqrt(-1./log(1-(1/10).^(1./10.^campione)))- ...
sqrt(-1./log(1-(9/10).^(1./10.^campione))))./sqrt(-1./ ...
log(1-(1/2).^(1./10.^campione)));
expoL=10^interp1(fcampione,campione,Discesa/rFascio);
Riscala=-1/log(1-(1/2)^(1/expoL))/rFascio^2;
for i=1:SpRes
for j=1:SpRes
xfis=xgrid(i);
yfis=ygrid(j);
rho2D(i,j)=(1-exp(-1/(xfis^2+yfis^2)/Riscala))^expoL;
end
end
Rinorm=sum(sum(rho2D));
figure;
surf(xgrid,ygrid,rho2D/Rinorm*SpRes^2/4/FWHMFascio^2);
shading interp
title(’Distribuzione del fascio incidente (cm^{-2})’);
xlabel(’x (cm)’);
ylabel(’y (cm)’);
xlim([-FWHMFascio FWHMFascio])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
hold on
plot3(xgrid,repmat(-FWHMFascio,SpRes),rho2D(1:SpRes, ...
ceil(SpRes/2))/Rinorm*SpRes^2/4/FWHMFascio^2,’Color’,’k’)
plot3(repmat(-FWHMFascio,SpRes),xgrid,rho2D(1:SpRes, ...
ceil(SpRes/2))/Rinorm*SpRes^2/4/FWHMFascio^2,’Color’,’k’)
hold off
rgrid=linspace(0,FWHMFascio,SpRes);
tstep2=200;
t2=linspace(0,lzfin,tstep2);
braggtot2(1:tstep2)= ...
interp1(linspace(0,lzfin,tstep-1),braggtot,t2);
att16O15O2(1:tstep2)=interp1(t,att16O15O,t2);
att16O13N2(1:tstep2)=interp1(t,att16O13N,t2);
att16O11C2(1:tstep2)=interp1(t,att16O11C,t2);
att12C11C2(1:tstep2)=interp1(t,att12C11C,t2);
SigmaLat2med2(1:tstep2)=interp1(t,SigmaLat2med,t2)+.001;
for j=1:tstep2
bah0=1/2/pi/(SigmaLat2med2(j)+eps)/Rinorm;
for i=1:SpRes
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bah=rho2D(ceil((xgrid+FWHMFascio)*(SpRes-1)/2/ ...
FWHMFascio+.5),ceil((ygrid+FWHMFascio)*(SpRes-1)/ ...
2/FWHMFascio+.5));
bah2=exp(-(repmat((rgrid(i)-xgrid).^2,SpRes,1)+ ...
repmat(ygrid’.^2,1,SpRes))./2./(SigmaLat2med2(j)+ ...
eps));
bah3=bah0.*sum(sum(bah2.*bah));
dose3D(i,j)=braggtot2(j).*bah3;
att16O15O3D(i,j)=att16O15O2(j).*bah3;
att16O13N3D(i,j)=att16O13N2(j).*bah3;
att16O11C3D(i,j)=att16O11C2(j).*bah3;
att12C11C3D(i,j)=att12C11C2(j).*bah3;
end
end
voxelXY=20;
voxelZ=20;
decadim=0;
for T=1:100
ist=tInObs+T*DurataObs/100;
decadim=decadim+activity(ist,VitaMedC,att12C11C3D+ ...
att16O11C3D)+activity(ist,VitaMedN,att16O13N3D)+ ...
activity(ist,VitaMedO,att16O15O3D);
end
decadim=decadim*DurataObs/100;
pointsXY= ...
linspace(SpRes*(1/voxelXY-1),SpRes*(1-1/voxelXY),voxelXY);
[X,Y,Z]=meshgrid(pointsXY,pointsXY, ...
linspace(tstep2/2/voxelZ,(1-1/2/voxelZ)*tstep2,voxelZ));
for i=1:voxelXY
for j=1:voxelXY
for k=1:voxelZ
decadim3D(i,j,k)= ...
decadim(ceil(min(max(sqrt(X(i,j,k)^2+ ...
Y(i,j,k)^2),1),SpRes)-.5),1+ceil(Z(i,j,k)-.5));
end
end
end
gprin=max(max(max(decadim)))/255;
fid=fopen(’decadimenti.bin’,’wb’);
for k=1:voxelZ
fwrite(fid,ceil(decadim3D(:,:,k)/gprin-.5),’integer*4’);
end
fclose(fid);
y=(0:255)*gprin/DurataObs/3.7/(10^10);
fid=fopen(’activity_index.txt’, ’wt’);
fprintf(fid,’%0.0f \n’,256);
fprintf(fid,’%0.13f\n’,y);
fclose(fid);
figure;
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scatter3(X(:)*FWHMFascio/SpRes,Y(:)*FWHMFascio/SpRes,Z(:)* ...
lzfin/tstep2,5,decadim3D(:),’filled’)
colorbar
title(’Distribuzione 3D dei decadimenti (cm^{-3})’);
zlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’y (cm)’);
xlabel(’x (cm)’);
zlim([0 lzfin])
xlim([-FWHMFascio FWHMFascio])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
figure;
surf(t2,rgrid,dose3D)
shading interp
colorbar
title(’Distribuzione 3D della dose (MeV/cm^3)’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Distanza dall‘asse (cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
hold on
surf(t2,-rgrid,dose3D)
shading interp
hold off
figure;
surf(t2,rgrid,dose3D)
shading interp
colorbar
title(’Distribuzione 3D della dose (MeV/cm^3)’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Distanza dall‘asse (cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
hold on
contour3(t2,-rgrid,dose3D,20);
colormap jet
hold off
figure;
surf(t2,rgrid,att12C11C3D)
shading interp
colorbar
title(’Distribuzione 3D degli isotopi ^{11}C da ^{12}C’ ...
’ (cm^{-3})’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Distanza dall‘asse (cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
hold on
surf(t2,-rgrid,att12C11C3D)
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shading interp
hold off
figure;
surf(t2,rgrid,att12C11C3D)
shading interp
colorbar
title(’Distribuzione 3D degli isotopi ^{11}C da ^{12}C’ ...
’ (cm^{-3})’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Distanza dall‘asse (cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
hold on
contour3(t2,-rgrid,att12C11C3D,20);
colormap jet
hold off
figure;
surf(t2,rgrid,att16O15O3D)
shading interp
colorbar
title(’Distribuzione 3D degli isotopi ^{15}O da ^{16}O’ ...
’ (cm^{-3})’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Distanza dall‘asse (cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
hold on
surf(t2,-rgrid,att16O15O3D)
shading interp
hold off
figure;
surf(t2,rgrid,att16O15O3D)
shading interp
colorbar
title(’Distribuzione 3D degli isotopi ^{15}O da ^{16}O’ ...
’ (cm^{-3})’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Distanza dall‘asse (cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
hold on
contour3(t2,-rgrid,att16O15O3D,20);
colormap jet
hold off
figure;
surf(t2,rgrid,att16O13N3D)
shading interp
colorbar
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title(’Distribuzione 3D degli isotopi ^{13}N da ^{16}O’ ...
’ (cm^{-3})’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Distanza dall‘asse (cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
hold on
surf(t2,-rgrid,att16O13N3D)
shading interp
hold off
figure;
surf(t2,rgrid,att16O13N3D)
shading interp
colorbar
title(’Distribuzione 3D degli isotopi ^{13}N da ^{16}O’ ...
’ (cm^{-3})’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Distanza dall‘asse (cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
hold on
contour3(t2,-rgrid,att16O13N3D,20);
colormap jet
hold off
figure;
surf(t2,rgrid,att16O11C3D)
shading interp
colorbar
title(’Distribuzione 3D degli isotopi ^{11}C da ^{16}O’ ...
’ (cm^{-3})’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Distanza dall‘asse (cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
hold on
surf(t2,-rgrid,att16O11C3D)
shading interp
hold off
figure;
surf(t2,rgrid,att16O11C3D)
shading interp
colorbar
title(’Distribuzione 3D degli isotopi ^{11}C da ^{16}O’ ...
’ (cm^{-3})’);
xlabel(’Profondita` z (cm)’);
ylabel(’Distanza dall‘asse (cm)’);
xlim([0 lzfin])
ylim([-FWHMFascio FWHMFascio])
hold on
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contour3(t2,-rgrid,att16O11C3D,20);
colormap jet
hold off
% ----------------------------------------------------------------
function dydt=vdp1(t1,y1)
global x t u xstep rhoOnum rhoCnum lefin
dydt=[-y1(1)*(rhoCnum*sum(CrossTot(x+eps,12,6).* ...
interp2(x,t,u,x,t1))+rhoOnum*sum(CrossTot(x+eps,16,8).* ...
interp2(x,t,u,x,t1)))/xstep*lefin/10^4];
% ----------------------------------------------------------------
function dydt=vdp2(t1,y1)
dydt=[-ziegler(y1)];
% ----------------------------------------------------------------
function [c,f,s]=pdex1pde(x,t,u,DuDx)
c=1;
global mpc2 mec2 rhoHnum rhoCnum rhoOnum NAvog
a2=0.1536*(rhoHnum+6*rhoCnum+8*rhoOnum)/NAvog*2*mec2*((x+ ...
mpc2)/mpc2)^2*(1-x/mpc2);
Da2Dx=0.1536*(rhoHnum+6*rhoCnum+8*rhoOnum)/NAvog*2*mec2/mpc2* ...
(1+x/mpc2)*(1-3*x/mpc2);
f=u*ziegler(x)+(a2*DuDx+u*Da2Dx)/2;
s=0;
% ----------------------------------------------------------------
function a1=ziegler(x)
global a mpc2 rhoHnum rhoCnum rhoOnum
betq=1-(mpc2/(mpc2+x))^2;
if x>1
prH=a(1,6)/betq*(log(a(1,7)*betq/(1-betq))-betq-a(1,8)- ...
a(1,9)*log(x*1000)-a(1,10)*(log(x*1000))^2-a(1,11)* ...
(log(x*1000))^3-a(1,12)*(log(x*1000))^4);
prC=a(6,6)/betq*(log(a(6,7)*betq/(1-betq))-betq-a(6,8)- ...
a(6,9)*log(x*1000)-a(6,10)*(log(x*1000))^2-a(6,11)* ...
(log(x*1000))^3-a(6,12)*(log(x*1000))^4);
prO=a(8,6)/betq*(log(a(8,7)*betq/(1-betq))-betq-a(8,8)- ...
a(8,9)*log(x*1000)-a(8,10)*(log(x*1000))^2-a(8,11)* ...
(log(x*1000))^3-a(8,12)*(log(x*1000))^4);
elseif x>0.01
slH=a(1,2)*(x*1000)^0.45;
106 Il sorgente MATLAB prodotto
shH=a(1,3)/x/1000*log(1+a(1,4)/x/1000+a(1,5)*x*1000);
slC=a(6,2)*(x*1000)^0.45;
shC=a(6,3)/x/1000*log(1+a(6,4)/x/1000+a(6,5)*x*1000);
slO=a(8,2)*(x*1000)^0.45;
shO=a(8,3)/x/1000*log(1+a(8,4)/x/1000+a(8,5)*x*1000);
prH=slH*shH/(slH+shH);
prC=slC*shC/(slC+shC);
prO=slO*shO/(slO+shO);
elseif x>0
prH=a(1,1)*sqrt(x*1000);
prC=a(6,1)*sqrt(x*1000);
prO=a(8,1)*sqrt(x*1000);
else
prH=0;
prC=0;
prO=0;
end
a1=(prH*rhoHnum+prC*rhoCnum+prO*rhoOnum)*10^2;
% ----------------------------------------------------------------
function u0=pdex1ic(x)
global e0
largEn=.6;
u0=exp(-(x-e0)^2/(2*largEn^2))/sqrt(2*pi)/largEn;
% ----------------------------------------------------------------
function [pl,ql,pr,qr]=pdex1bc(xl,ul,xr,ur,t)
pl = ul;
ql = 0;
pr = ur;
qr = 0;
% ----------------------------------------------------------------
function attiv=activity(T,VitaMedEl,AttElem)
global t TRilascioDose
if TRilascioDose>T
coef=1-exp(-T/VitaMedEl);
else
coef=(1-exp(-TRilascioDose/VitaMedEl))*exp((TRilascioDose- ...
T)/VitaMedEl);
end
attiv=AttElem/TRilascioDose*coef;
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